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Liebe Schülerin, lieber Schüler! 


Sie haben nun drei Jahre Mathematikunterricht an einer HTL erfolgreich hinter sich gebracht und 
können auf diese Leistung und damit auf sich selbst stolz sein. 

Ich hoffe, daß Ihnen der Mathematikunterricht nicht nur Stunden der Anstrengung gebracht hat, son¬ 
dern auch Freude am Erfassen von Neuem, an Erkenntnissen und an geistiger Arbeit. 

Sicherlich haben Sie in den Fachgegenständen die Mathematik gebraucht und angewendet und damit 
ihre Bedeutung für den Techniker kennengelernt. 

Die rasante Entwicklung der Technik hat es mit sich gebracht, daß die mathematischen Anforderun¬ 
gen der Industrie - und damit der technischen Fachgegenstände - an unsere Schüler, bei gleichzeiti¬ 
ger Kürzung der Unterrichtszeit, gestiegen sind. 

Die notwendige Entlastung brachten die Rechenhilfsmittel. 

Zunächst verdrängten die Zweiseitenrechenstäbe die Logarithmentafeln. 

Der Taschenrechner - an die Stelle des Rechenstabes getreten - macht es möglich, in kürzerer Zeit 
mehr Lehrstoff zu bewältigen. Es können mehr Beispiele im Unterricht gerechnet werden und damit 
die Probleme besser erfaßt werden. 

Der programmierbare Taschenrechner schlug die Brücke zur EDV. 

Vor einem Jahr wurden im 3. Band die Computer-Algebra-Systeme DERIVE und MATHEMATICA 
verwendet. 

Daß damit ein neues Zeitalter begonnen hat, zeigt die Tatsache, daß noch heuer ein Taschenrechner, 
der DERIVE beherrscht, um etwa öS 4.000,- auf den Markt kommen wird. Der Preis wird sicher 
schnell fallen. 

Es drängt sich ein Zurückschauen auf: 

1970 wurde in der 1. Auflage dieses Buches die EDV im technischen Schulwesen eingeführt. Unsere 
Schüler lernten damals schon BASIC. 

Heute ist die EDV in unserem Schulwesen teilweise schon in den I. Jahrgängen verankert. 

Auch die bereits 1957 am TGM eingeführte Statistik ist aus unserem Schulwesen nicht mehr wegzu¬ 
denken. Der Mathematikunterricht vermittelt die Grundlagen; die Schüler können dann in Frei¬ 
gegenständen jenes Wissen erwerben, das sie zur Ablegung des Qualitätstechnik-II-Scheines bei der 
Österreichischen Vereinigung für Qualitätssicherung brauchen. 

Einige hundert Schüler haben diese strenge Prüfung abgelegt, viele davon mit vorzüglichem Erfolg. 
Jetzt sucht man noch Techniker für diesen interessanten Bereich. In einigen Jahren werden die 
Grundkenntnisse des Qualitätsmanagements eine Voraussetzung für die Ausübung eines gehobenen 
technischen Berufes sein. 

Nützen Sie die Möglichkeit, die Ihnen Ihre Schule bietet! 

Ich erlaube mir, Ihnen für Ihren weiteren Lebensweg einen Leitspruch mitzugeben, den der geniale 
Schöpfer der ersten programmgesteuerten Rechenanlage der Welt, 

Prof. Dr. hc. mult. Konrad Zuse, 

(er feierte kürzlich seinen 85. Geburtstag) 1971 im Vorwort zu meinem BASIC-Buch geschrieben 
hat: 

Die Zukunft gehört jenen jungen Menschen, welche den technischen Fortschritt unserer Zeit am 
besten zu nutzen verstehen. 

Weiterhin viel Spaß mit der Mathematik und viel Glück und Erfolg wünscht Ihnen Ihr 


Julius Schärf 


Liebe Kolleginnen, liebe Kollegen! 

Ich danke Ihnen für das Vertrauen, das Sie mir durch die Verwendung meiner Bücher entgegenbrin¬ 
gen und bitte Sie um die Übermittlung von Anregungen und VerbesserungsVorschlägen. 

Mein besonderer Dank gilt den vielen Kolleginnen und Kollegen, die mir in den 35 Jahren seit dem 
Erscheinen der 1. Auflage des 1. Bandes bei der Erstellung meiner Bücher geholfen haben. 

Ganz besonders möchte ich jenen Kollegen danken, die ab der ersten Stunde dabei waren: 

OStR. Dr. Franz Blaha, OStR. Mag. Robert Edlinger, OStR. Dr. Reinhard Fohringer, 

OStR. Mag. Harald Kunz, HR Mag. Ernst Neumayer, OStR. Mag. Erich Raab, 

OStR. Mag. Eugen Schindler, OStR. Mag. Robert Strecha, OStR. Dr. Karl Vanek, 

OStR. Mag. Franz Wieringer, 
ferner den Kollegen 

OStR. Dr. Werner Baron, AV Dipl.-Ing. Hans Bruckner, OStR. Mag. Walter Hofmann, 

AV Dipl.-Ing. Friedrich Rohowsky, OStR. Mag. Helmut Schierer, Mag. Christian Schweitzer, 
Mag. Volker Traxler 

und allen Kollegen, die mir als Mitarbeiter der Lehrzielbanken für Mathematik, Physik und Mecha¬ 
nik viele Anregungen gaben. 

Bei der Erstellung dieses Buches halfen mir besonders: 

Frau Mag. Monika Herbstrith und die Herren 

OStR. Dr. Franz Blaha, Dr. Lutz Trieb und AV Mag. Alfred Vogl. 

Für das Erstellen der Zeichnungen danke ich Herrn Ing. Robert Kolacek. 

Herrn Dipl.-Ing. Herbert Exner und Herrn Dipl.-Ing. Gernot Bernecker von der Firma UNI SOFT¬ 
WARE PLUS danke ich herzlich für die Unterstützung mit MATHEMATICA und Herrn Dr. Bern¬ 
hard Kutzler von der Firma SOFT WAREHOUSE EUROPE danke ich herzlich für die Unterstützung 
mit DERIVE. 

Computer-Algebra-Systeme befinden sich in einem Stadium rasanter Entwicklung. Für einen Autor 
bedeutet dies, daß während des Schreibens eines Buchs das System in einer neuen, verbesserten Ver¬ 
sion erscheint. Mein Weg, die Idee der Lösung in den Vordergrund zu stellen und das Handling nur 
kurz zu besprechen, erweist sich als richtig. Es konnten damit bisher alle Änderungen problemlos ab¬ 
gefangen werden. 

Nun ist von DERIVE kürzlich die Version 3.05-G erschienen, wobei G für Germany steht. In dieser 
Version wurden viele englische Bezeichnungen durch deutsche ersetzt. Statt „Author“ steht 
„Schreibe“, statt „Simplify“ steht „Vereinfache“, usw. 

Um den Übergang zu vereinfachen, bringe ich auf den letzten Seiten des Lösungsheftes eine Über¬ 
setzungsliste und einige Ergänzungen. 

Dem Verlag Oldenbourg, besonders der Verlagsleiterin, Frau Dr. Erika Rüdegger, und der Lektorin 
für Mathematik, Frau Mag. Veronika Weidenholzer, danke ich für das Eingehen auf meine Wünsche. 

Ihr 

Julius Schärf 

Wien, im August 1995 


WIEDERHOLUNG UND VERTIEFUNG 

1. DERIVE - Ergänzungen 

1.1 Die Funktion VECTOR 

Mit der Funktion VECTOR kann man Vektoren und Matrizen erzeugen, deren Elemente durch 
einen Funktionsterm gebildet werden. 

BEISPIELE 


1 . 

VECTOR(x A 3, x, 3) 

erzeugt den Vektor 

[1, 8, 27] 

2. 

VECTOR(x A 3, x/ 0, 3) 

erzeugt den Vektor 

[0, 1, 8, 27] 

3. 

VECTOR(x A 2, x, 5, 11, 3) 

erzeugt den Vektor 

[25, 64, 121] 

4. 

VECTOR( [x, x A 2], x, 0, 3) 

erzeugt die Matrix 

o 

o 


1 1 

2 4 

3 9 


^ Beachten Sie: Als erzeugende Funktion steht hier der Vektor [x, x A 2]. 

Um Platz zu sparen, werden wir im allgemeinen die BASIC-Ausgabeform verwenden: 

[[0, 0], [1, 1], [2, 4], [3, 9]] 


VECTOR([x. 

SIN (x) ] , x, —7t/ 2 , 7t/ 2 , 

7t/4) 

erzeugt die Matrix 

n 

~ 2 

-1 


- 1.57079 

-1 


7t 

12 


- 0.785398 

- 0.707106 


~ 4 

2 





0 

0 

bzw. nach approX 

0 

0 


7C 

n 


0.785398 

0.707106 


4 

2 





n 

2 

1 


1.57079 

1 









Eine modifizierte BASIC-Ausgabeform lautet: 


[[-Jl/2, -1], [- 71/4 , -f2/2], [0, 0], [jt/4, ^2/2], [ 71 / 2 , 1] ] 
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Zusammenfassung: 


VECTOR (f (k) , k, m, n) erzeugt den Vektor 

[f(m), f (m + 1), f (m + 2) , . .., f (n) ] 

VECTOR (f(x), x, a, e, s ) erzeugt den Vektor 

[f(a), f(a + s), f(a + 2s), ..., f(e)] 

e — a 

mit ■ + 1 (abgerundet) Elementen. 


a ... Anfangswert e .. 

. Endwert 

5 . 

.. Schrittweite 

VECTOR([fl(x) , f2(x), 

. . ., fn{x) ] , x. 

a, e, s) 

erzeugt die rc-spaltige Matrix 

//,(«) 
j\(a + s) 

+ 2.s) 

f 2 (a) 
f 2 (a + s) 
f 2 (a + 2s) 

••• /„(«) 

••• /„(«+■*) 

... f n (a + 2s) 


l/,w 

f 2 (e) 

- /,(«) / 


Beachten Sie: 


[vl, v2, v3] 

erzeugt eine Matrix, deren 1. Zeile ü 1 ist, usw. 


APPEND(vl, v2, v3) 

erzeugt einen Vektor, der aus den Elementen der Vektoren 
v 2 und v 3 besteht. 


ABS (v) 

liefert die Länge des Vektors v. 


ELEMENT (V, 22) 

liefert das n -te Element des Vektors v. 


ELEMENT(a, i, j) 

liefert das Element ., also das j -te Element der /-ten Zeile 
der Matrix a. 

DIMENSION (v) 

liefert die Anzahl der Elemente des Vektors v. 


DIMENSION(a) 

liefert die Anzahl der Zeilen der Matrix a. 


DIMENSION(a') 

liefert die Anzahl der Spalten der Matrix a, wobei a ' 
transponierte Matrix von a ist. 

die 


BEISPIELE 


6 . 


vl := [1,2,3] 
v2 := [4,5,6] 
v3 := [7,8,9] 
v4 := [vl,v2] 


12 3 

_4 5 6 


v5 := APPEND(vl,v2,v3) 
ABS(vl) 

ELEMENT(v3,2) 
DIMENSION(v5) 
DIMENSION(v4) 
DIMENSION(v4') 


[1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] 
f 14 
8 
9 
2 
3 
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Wir wollen nun jene Rechenoperationen betrachten, die bei der Berechnung von x 
bei gruppierten oder klassierten Daten auftreten. 

1"J Xj 2 _ I nj (Xj - x) 2 _ S«. xf-nx 2 


und 


Es gilt: x = 


2«, 


- 1 


L« - 1 


1: x := [5,4,3] 

2: n := [2,3,4] 

3: k := DIMENSION(x) 3 

5: sn := SUM(ELEMENT (n, j ), j, k) 9 

7: sx : = n . x 34 

9: XX := VECTOR(ELEMENT(x, j) A 2, j, k) [25, 16, 9] 

10: sxx := n . xx 134 

12: xquer : = sx/sn 3.77777 

14: s := f((sxx - sn xquer A 2 )/(sn - 1)) 0.833333 


Zu 5: SUM (Term, i, m, n) berechnet die Summe aller Terme für i — m bis i = n 


1.2 Grafik 

DERIVE hat mit der Version 3.0 eine Grafik, die sich sehr gut zum Erstellen von Laborprotokollen 
eignet. Die Achsen können beschriftet werden. Ein großer Fortschritt! 

BEISPIELE 

1. Wir stellen die Funktion y = j c 3 -5jc 2 -8jc + 12 grafisch dar. 

Lösung: Wir geben mit AUTHOR den Funktionsterm ein und erstellen drei Grafikfenster. ..} 


1 2 

fl: 

i 

y 

Z0 

X 

/-2 -1 

ix z 

-Z0 \ 

y 

100 / 

/ x 

’■■■■/ 

-10 -5 / 

5 IO 

100 

^^3^^ 4 6 


Plot Beside At column: 40 Window Split Horizontal At line: 12 
Strg-Fl (Fenster 1) Window Split Horizontal At line: 12 

Fl Remove Window Designate 2D-plot 

Aus Fenster 1 bringen wir mit PLOT die Funktion in die Grafikfenster, wo wir mit RANGE jeweils den 
Bereich einstellen. 
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2. Den Einfluß des Koeffizienten a auf die Gleichung x 3 + a x +1,2 = 0 können wir mit 
Hilfe des Nomogramms auf Seite 12 der Funktionen- und Zahlentafeln studieren. 

In DERIVE lösen wir das Problem mit der Eingabe: 


VECTOR(x A 3 + a x + 1.2, a, -1.5, 1.5, 0.5) [S] 



x + 


6 _ 

5’ 


3 


x 



Mit PLOT erzeugen wir unsere Kurvenschar. 



DERIVE zeichnet jeden Graphen in einer anderen Farbe. 

DERIVE unterscheidet drei Arten von Fenstern: 
Algebra-Fenster, 2D-Grafik-Fenster, 3D-Grafik-Fenster. 
Die Menüs dieser Fenster sind verschieden. 
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3. Bereits in Band 3 wurde gezeigt, daß man mit dem Plot-Befehl auch Funktionen in Parame¬ 
terdarstellung, in impliziter oder in Polarkoordinaten-Darstellung zeichnen kann. 

Wir beschränken uns hier auf das Zeichnen einer Lissajous-Figur [5 sin (2t), 4 sin (3t + tc/ 3)], 
einer Ellipse (als Bild zweier Funktionen) und einer Kardioide. 



4. Wir zeigen nun anhand der Funktion z (x, y) = cos / x 2 + y 2 , welche Auswirkungen 
Optionen auf die Darstellung eines 3D-Plots haben. 

Wir bestimmen die Fenster 1 und 3 als 3D-Fenster und geben unseren Funktionsterm im 
Algebrafenster 4 ein. 

Mit den Voreinstellungen Grids: x: 10 y: 10 

Length: x: 10 y: 10 z: 10 erhalten wir die linke Abbildung. 

Mit den Voreinstellungen Grids: x:100 y:100 Length: x: 4 tc y: 4 te 
und Option Color Plot Top 12 Bottom: 14 und Axes: 15 („rot von 
oben“, „gelb von unten“, „weiße Achsen“) erhalten wir eine herrliche färbige Abbildung am 
Schirm, die s/w-Druckerausgabe sehen Sie rechts. 
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1.3 Verzweigungen 


Vergleichsoperatoren 


= gleich 

/ = ungleich 

< kleiner 

< = kleiner oder gleich 

> größer 

>= größer oder gleich 


Ein Paar von Ausdrücken, das durch einen Vergleichsoperator getrennt ist, heißt eine Bedingung 
oder Relation. 


Zum Beispiel: 





Wahrheitswert 



Wahrheitswert 

2 

= 

3 

False 

2 

/= 3 

True 

2 

< 

3 

True 

2 

<= 3 

True 

2 

> 

3 

False 

2 

>= 3 

False 

X 

< 

2 

- 

5 

/= y A 2 

- 


IF ( bedingung , ausdruckl , ausdruck2) bedeutet: 

Zuerst wird bedingung getestet. 

Wenn bedingung erfüllt ist (Wahrheitswert True), dann wird ausdruckl ausgewertet. 

Wenn bedingung nicht erfüllt ist (Wahrheitswert False), dann wird ausdruck2 ausgewertet. 


Wirerkennen die IF-Anweisung von BASIC: if bedingung then ... eise ... 


BEISPIELE 

1 . 

IF (MOD(n / 2)=0 / gerade Zahl", "ungerade Zahl") 

testet, ob n eine gerade Zahl oder eine ungerade Zahl ist. 


Zur Erinnerung: Mod(n, k) liefert den Divisionsrest von 

n=10 

IF (MOD(n,2)=0, "gerade Zahl", "ungerade Zahl") 

gerade Zahl 

n=ll 

IF (MOD(n,2)=0, "gerade Zahl", "ungerade Zahl") 

ungerade Zahl 
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2. In einem Betrieb wird eine Prämie ausbezahlt. Jeder Mitarbeiter erhält ein Fünftel seines 
Gehalts, jedoch nicht mehr als 6000 S. 

Lösung: 

gehalt := [35000, 30000, 15000] 

Provision := IF(ELEMENT(gehalt, i) >= 30000, 6000, 

ELEMENT(gehalt, i)/5) 

VECTOR (Provision, i, 1, DIMENSION(gehalt)) 

[6000, 6000, 3000] 


3. y(x) := IF (x <= 3, 1, -1) 

4. Geschachtelte IF-Anweisung 

t(a, b, x) := IF (x <= a, b/a 
-b/a (x - 7i) ) 


*4 - 

y 






l 





X 


l 

2 

3 

4 


-l 







, IF (x <= k - a, b. 


f (x) := t(l, 2, x) 

x-Range: 0 n 

y-Range: -0.5 2.1 

Wir erkennen die Trapezfunktion: 


m= 


b 

- x 


b 

- {Ti-X) 


0 X « fl 

a x ss n - a 

n - a ^x ss 71 



Wir erweitern das obige Programm mit 

g(x) := IF (x < 0, -f(-x), 
f (x) ) 



x-Range: -n n 
y-Range: -2.1 2.1 
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1. DERI VE - Ergänzungen 


1.4 Zufallszahlen 

Zum numerischen Prüfen von statistischen Hypothesen ist man auf Zufallszahlen angewiesen. 

In BASIC erzeugt z = RND eine zwischen 0 und 1 liegende Zufallszahl. 

Jeder neue Programmstart liefert die gleiche Folge von Zufallszahlen. 

Wenn z eine Zufallszahl ist, dann ist a + b z eine Zufallszahl, die größer als a und kleiner als 
a + b ist. 

Wenn man z. B. 10000 Zufallszahlen erzeugt und sie klassiert, dann sind die Besetzungszahlen 
dieser Klassen fast gleich. Man spricht daher von gleichverteilten Zufallszahlen. 

Wenn man wünscht, daß bei jedem Programmlauf eine andere Folge von Zufallszahlen erzeugt wird, 
dann setzt man die Anweisung RANDOMIZE TIMER an den Anfang des Programms. 

Analog gilt in PASCAL: 

z := RANDOM erzeugt eine Zufallszahl z vom Typ Real mit 0*sz=sl 

z : = RANDOM ( n ) erzeugt eine Zufallszahl z vom Typ Integer 1 mit 0 z n - 1 

In der Qualitätssicherung haben wir es sehr oft mit normalverteilten Grundgesamtheiten zu tun. 

Daher sind für die numerische Überprüfung von statistischen Hypothesen normalverteilte Zufalls¬ 
zahlen wichtig. 


Wenn (x v x 2 ) ein Paar gleich verteilter Zufallszahlen ist, dann ist 

u x = (- 2 ln x x y /2 cos (2 n x 2 ) w 2 = (- 2 ln x Q 1/2 sin (2 n x 2 ) 
ein Paar N (0; l)-verteilter Zufallszahlen und somit 

fi + u x o fi + u 2 g 

ein Paar N (ji\ cr 2 )-verteilter Zufallszahlen. 


In DERIVE gilt: 

Die Funktion RANDOM aktiviert einen Pseudo-Zufallszahlengenerator. 

z = RANDOM (1 ) erzeugt eine reelle Zufallszahl z mit 0 < z < 1 . 
z = RANDOM (n) erzeugt eine ganze Zufallszahl z mit 0«z««-l. 
RANDOM (0) legt einen von der Uhr des Computers abhängigen Start wert fest. 

BEISPIELE 

1. RANDOM (6) 4 

2. RANDOM (6) 0 


Der 2. Aufruf erzeugt eine andere Zufallszahl als der erste. 


n ist vom Typ Integer. 
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3. VECT0R(1 + RANDOM(6) ,1,1,10) [6, 4, 5, 2, 5, 3, 1, 2, 1, 5] 

RANDOM (6) erzeugt ganze Zufallszahlen 0 =s n 5 

1 + RANDOM (6) erzeugt daher ganze Zufallszahlen 1 n =s 6 

4. würfe(n) := VECTOR(l + RANDOM(6),i,1,n) 

würfe (10) erzeugt den Vektor [2, 3, 6, 1, 5, 3, 3, 5, 4, 2] 


5. Die Anzahl der Zweier bei 100 Würfen erhalten wir mit 

DIMENSION(SELECT(x = 2, x, würfe(lOO))) 14 


6. 20 zwischen 30 und 40 liegende gleichverteilte Zufallszahlen sind zu erzeugen. 

Lösung: 

RANDOM (11) liefert die Zufallszahlen 0, 1, 10 

30 + RANDOM (11) liefert die Zufallszahlen 30, 31, ..., 40 

VECTOR (30 + RANDOM (11) ,i,l,20) löst unser Problem 


Im Paket MI SC. MTH findet man die Funktionen: 

RANDOM_POLY ( x, d, s) erzeugt ein Polynom vom Grad d in der Variablen x mitZu- 
fallszahlen-Koeffizienten zwischen - s und + s exklusive. 

RANDOM_VECTOR ( n, s) erzeugt einen Vektor mit n Elementen mit Zufallszahlen zwi¬ 
schen -s und +s exklusive. 

RANDOM_MATRIX (m,n, s) erzeugt eine m, «-Matrix von Zufallszahlen zwischen — 5 und 
-l- s exklusive. 


BEISPIELE 

7. RANDOM_POLY (x, 4,5) 

8 . RANDOM_POLY (x, 4,5 ) 

9. RANDOM_VECTOR (10,4) 

10. RANDOM_VECTOR (10,4) 

11. RANDOM_MATRIX (4,2,7) 


2 + 4 x + 3 


5 x 4 + x 3 - x 2 - 4 x - 2 
[-3, -1, 2, 0, 0, 3, 2, 1, 2, 1] 
[2, -3, 3, 2, -3, -2, 1, 3, -3, 0] 


-2 

-5 

3 

3 


-1 

-2 

0 

-4 







2. MATHEMATICA - Ergänzungen 

2.1 Listen 

Schon bei der Einführung in MATHEMATICA haben wir mit Listen gearbeitet, nämlich mit 
Vektoren. MATHEMATICA stellt Vektoren und Matrizen als Listen dar. Wir brauchen daher nicht 
zwischen Spaltenvektoren und Zeilenvektoren zu unterscheiden. 

Schon nach kurzer Beschäftigung versteht man den im Handbuch angeführten Satz: „Listen gehören 
zu den flexibelsten und mächtigsten Objekten von MATHEMATICA“. 

Erstellen von Wertetabellen 

BEISPIELE 


1 . 

Table[x, {5}] 

{x, X, 

x, 

x, x} 

2. 

Table[x, {x, 5>] 

U, 2, 

3, 

4, 5} 

3. 

Table [x, {x, 1, 11, 2}] 

U, 3, 

5, 

7, 9, 11} 


4. Table[Sin[x], (x, 0, Pi, Pi/4}]//N 

(0, 0.707107, 1., 0.707107, 0} 

5. listl = Table[{x, x A 3}, {x, 2, 4}] 

{{2, 8}, {3, 27}, {4, 64}} 

list2 = listl//MatrixForm 2 8 

3 27 

4 64 

Zur Schreibweise: {{...} ... {...}} Menge von Lösungsmengen 
Statt //MatrixForm kann man auch //TableForm schreiben. 

Bei MatrixForm oder TableForm ist kein Zugriff auf Elemente möglich. 

Listen erzeugen 

BEISPIELE 

6. a = {1, 2, 3, 4} {1, 2, 3, 4} 

b = {5, 6, 7, 8} (5, 6, 7, 8} 

c = {a, b>; 

%//MatrixForm 1234 

5 6 7 8 

7. m = {{1, 2, 3}, {0, -12, 5}, {2, -4, 5}} 

{{1, 2, 3}, {0, -12, 5}, {2, -4, 5}} 

Det [m] 52 

m23 = m[ [2, 3] ] 5 Lesen von m 23 

z2 =m[[ 2 ]] [0,-12, 5] Lesen der 2. Zeile 
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Rechenoperationen mit Listen 

BEISPIELE 


8 . listel = {1, 2, 3, 4} 
3 listel 
2 listel A 2 
listel + liste 2 
2 listel - liste 2 
listel liste 2 

listel . Iiste 2 


liste2 = (5, 6 , 7, 8 }; 

{3, 6, 9, 12} 

{2, 8, 18, 32} 

( 6 , 8 , 10 , 12 } 

{-3, -2, -1, 0} 

{5, 12, 21, 32} 

7 0 Skalarprodukt 


f- 

§ 


Wir wollen nun jene Rechenoperationen betrachten, die bei der Berechnung x 
bei gruppierten oder klassierten Daten auftreten. 

y L n J Xj 2 _ X n.(x.-x) 2 X n.xj-nx 2 


Es gilt: x = 


In, 


I",-l 


I «,-1 


und 


x = (5, 4, 3}; n = {2, 3, 4}; 

k = Length[n] 3 

sn = Sum [n [ [ j]] , {j, k}] 9 

sx = n . x 34 

sxx = n . (x A 2) 134 

xq = sx/sn //N 3.77778 

s = Sqrt[(sxx - sn xq A 2)/(sn -1)] //N 0.833333 


2.2 Grafik 


Eine Stärke von MATHEMATICA ist die äußerst leistungsfähige Grafik. 



Dieses Buch ist ein Lehrbuch, in dem MATHEMATICA nur kurz als Hilfsmittel behandelt wird. Sie 
werden sich dort, wo es die Ausstattung ermöglicht, im Labor ausführlich mit MATHEMATICA 
beschäftigen können. Sie können sich aus dem umfangreichen Handbuch die Befehle aneignen, die 
Ihnen die optimale Behandlung Ihrer Probleme ermöglichen. Sie werden die vielen Optionen schät¬ 
zen lernen, die Ihnen für den jeweiligen Zweck das beste Bild liefern. 


Die Plot-Funktion lautet allgemein: 

PlotC-f, {x, xmin, xmax}, Option -> wert ] 
wert spezifiziert einen Wert für eine Option. 


BEISPIELE 

1. Welche Auswirkung eine Option auf die Darstellung haben kann, zeigen uns die zwei folgen¬ 
den Funktionen. 

gl = Plot3D [Cos [Sqrt [x A 2 + y A 2]], {x # -2 Pi, 2 Pi}, 

{y, -2 Pi, 2 Pi}] 


Beachten Sie: n . x A 2 bedeutet ( n-x ) . 
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2. MATHEMATICA - Ergänzungen 


g2 = Plot3D [Cos [Sqrt [x A 2 + y A 2]], (x, -2 Pi, 2 Pi}, 
{y, -2 Pi, 2 Pi}, PlotPoints -> 50]] 



Mit der in Band 3 verwendeten Version 2.0 war es nicht möglich, Grafiken von MATHEMATICA in 
Winword oder in Corel Draw zu übernehmen. In der nun zur Verfügung stehenden Version 2.2.3 ist 
dies möglich. 

Plot[f, {x, xmin, xmax}] , zeichnet/ 

Plot [{fl, f2, } {x, xmin, xmax}], zeichnet die Funktionen f v f 2 . 


Plot verwendet die Voreinstellung Axes -> True 

Show [graphik, Optionen ] zeichnet eine zwei- oder dreidimensionale Grafik 

unter Beachtung der angegebenen Optionen. 

Show [gl, g2, ..., ] zeichnet die Graphen g v g 2 , • • • in einem Bild. 


2. Einige MATHEMATICA-Funktionen für das Zeichnen von Graphen: 

gl: ohne Option 

g2: mit Beschriftung der Achsen 

g3: mit Rahmen 

g4: gleiche Zeichnung wie g3, jedoch mit Show hergestellt 
g5: mit Netz 

g6: x-Marken mit Beschriftung n, 2n, 3n, 4n 
gl: g5 mit Beschriftung der Rahmenachsen 
g8: gedämpfte Sinusschwingung 
g9: Dämpfungskurve 

glO: Zusammensetzung der Graphen g8 und g9 mit der Show-Funktion 
gl 1: die Graphen g8, g9, glO werden nebeneinander gezeichnet 
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gl = Plot[3 Sin[x], {x, 0, 2 Pi}]; 


3 Sin[x] 




g2 = Plot[3 Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, AxesLabel -> 
{"x", "3 Sin[x]"}]; 


g3 = Plot [3 Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, Frame -> True]; 




0123456 0123456 


g4 = Show[g2, Frame -> True]; 


g5 = Plot [3 Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, Frame -> True, 
GridLines -> Automatic]; 




g6 = Plot[3 Cos [2x] , {x, 0, 4 Pi}, 

Ticks -> {{0, Pi, 2 Pi, 3 Pi, 4 Pi}, Automatic}]; 



























= 3Sin[x] 
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2. MATHEMATICA - Ergänzungen 


g7 = Plot [3 Sin[x], {x, 0, 2 Pi}, Frame -> True, 

GridLines -> Automatic, FrameLabel -> {"x-Werte", 
"y = 3 Sin[x]"}]; 




x - Werte 


g8 = Plot[Exp[-x/3] [Sin[2x], {x, 0, 10}]; 


g9 = Plot[{Exp[-x/3], -Exp[-x/3] } , {x, 0, 10}]; 




glO = Show[g8, g9]; 


Show[GraphicsArray[{g8, g9, glO}]]; 
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3. Bereits in Band 3 wurde gezeigt, daß man mit dem Plot-Befehl auch Funktionen in Parame¬ 
terdarstellung und nach Einlesen des Pakets Graphics' Master ' auch in impliziter oder 
in Polarkoordinaten-Darstellung zeichnen kann. 

Wir beschränken uns hier auf das Zeichnen einer Lissajous-Figur, einer Ellipse und einer 
Kardioide. 

gl = ParametricPlot[{5 Sin[2 t] , 4 Sin[3 t + Pi/3]}, 

{t, 0, 2 Pi}]; 

Needs["Graphics'Master'"] 

g2 = ImplicitPlot [x A 2 + x y + y A 2 == 16, {x, -5, 5}]; 
g3 = PolarPlot[10(1 + Cos[alpha]), {alpha, 0, 2 Pi}]; 
Show[GraphicsArray[{gl, g2, g3}]]; 



2.3 Verzweigungen und Schleifen 


Vergleichsoperatoren 


= = gleich 

! = ungleich 

< kleiner 

<= kleiner oder gleich 

> größer 

>= größer oder gleich 


Zum Beispiel: 

2 == 3 False 

2 < 3 True 

2 > 3 False 

x < 2 x < 2 


2 != 3 
2 <= 3 
2 >= 3 
5 != y A 2 


True 

True 

False 


Wenn wir eine Bedingung eingeben, testet MATHEMATICA diese und gibt den Wahrheitswert 
True oder False zurück. 


IF ( bedingung , ausdruckl, ausdruck2) bedeutet: 

Zuerst wird bedingung getestet. 

Wenn bedingung erfüllt ist (Wahrheitswert True), dann wird ausdruckl ausgewertet. 

Wenn bedingung nicht erfüllt ist (Wahrheitswert False), dann wird ausdruck2 ausgewertet. 


Wir erkennen die IF-Anweisung von BASIC: if bedingung then ... eise ... 
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2. MATHEMATICA - Ergänzungen 


BEISPIELE 

1. If [Mod[11,2] == 0 # "gerade Zahl", "ungerade Zahl"] 

testet, ob n eine gerade Zahl oder eine ungerade Zahl ist. 

n 

Zur Erinnerung: Mod(n, k) liefert den Divisionsrest von —. 

n=10; If [Mod[n,2] == 0, "gerade Zahl", "ungerade Zahl"] 

gerade Zahl 

n=ll; If [Mod[n,2] == 0, "gerade Zahl", "ungerade Zahl"] 

ungerade Zahl 

2. In einem Betrieb wird eine Prämie ausbezahlt. Jeder Mitarbeiter erhält ein Fünftel seines 
Gehalts, jedoch nicht mehr als 6000 S. 

prov[gehalt_] := If[gehalt >= 30000, 6000, gehalt/5] 
prov[35000] 6000 

prov[20000] 4000 


3. y[x_] := If [x <= 3, 1, -1]; Plot[y[x], {x, 0, 5}]; 

Plot verbindet die Punkte (3|1) und (3| -1) geradlinig. 1 


1 


■0.5 

-1 


1 2 


4 5 



In unserem Fall ist dies störend (linke Abbildung). Um den Graphen der gegebenen Funktion 
(rechte Abbildung) zu erhalten, gehen wir folgendermaßen vor: 

Clear [y] löscht Werte und Definitionen für das 

y[x_/; x <= 3] := 1; Symbol y. 

z[x_/; x > 3] : = -1; 

Plot[{y[x], z[x]}, {x, 0, 5}]; 



_ 0.5 

Dadurch werden z. B. bei y = tanx auch die Asymptoten gezeichnet. 


1 


1.5 


2 2.5 


3 
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a = 1; b = 2; 

f[x_] := If[x <= a, b/a x, If[x <= Pi - a, b, 

-b/a(x - Pi)]] ; 

Plot[f[x], {x, 0, Pi}] 


Statt der geschachtelten If-Anweisung können wir auch folgendermaßen Vorgehen: 


f [x_/; x <= a] := b/a x; 
f [x_/; x <= Pi - a] := b; 
f[x_/; x > Pi - a] := -b/ 
(x - Pi); 

Plot[f [x], {x/ 0, Pi}]; 

Wir erweitern das Programm mit: 

g[x_] := If [x < 0, —f [x] , 

f [x]]; 

Plot[g[x], {x, -Pi, Pi}]; 



Diese Beispiele rufen nach mehrmaliger Wiederholung, also nach „Schleifen“. 


In MATHEMATICA gibt es mehrere Arten von Schleifen. 


While[ test. 

anweisungen ] 

Solange test True ergibt, wird anweisungen 
ausgeführt. 

Do [ausdruck. 

{n}] 

wertet ausdruck genau n-mal aus. 

Do [ausdruck. 

{i, imax}] 

wertet ausdruck aus, wobei i die Werte von 

1 bis i mit Ai = l durchläuft. 

Do[ ausdruck, 

{i, imin, imax}] 

wertet ausdruck aus, wobei i die Werte 
von ^min b* s i max Ai = l durchläuft. 

Do [ausdruck. 

{ i , imin, imax}. 

{j, jmin, jmax} ] 

wertet ausdruck aus, wobei für jedes i eine 
Schleife für j durchlaufen wird. 


Mit Break [ ] kann jede Schleife verlassen werden. 
BEISPIELE 


2.2 1.48324 
2.4 1.54919 
2.6 1.61245 
2.8 1.67332 
3. 1.73205 


5. 


Do[Print[x 


Sqrt[x], {x, 2.2, 3, .2}] 
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6. Wir erweitern Beispiel 2: 


Wir haben mehrere Mitarbeiter mit den Gehältern 1 40000 6000 


{ 40000 , 12000 , 17000 , 35000 , 30000 ). 

Wir wollen nebenstehende Ausgabe erhalten: 


2 

12000 

2400 

3 

17000 

3400 

4 

35000 

6000 

5 

30000 

6000 


Summe der Gehälter = 134000 
Summe der Prämien = 23 800 


Lösung: 

gehalt = {40000, 12000, 17000, 35000, 30000}; 

n = Length[gehalt]; 

sumgeh = Sum[gehalt[[i]], {i, n}]; 

prämie = Table[0, {n}]; 

Do [ If[ gehalt[[i]] >= 30000, 
prämie[[i]] = 6000, 
prämie[[i]] = gehalt[[i]]/5], 

{i, n} ]; 

sumpr := Sum [prämie [ [i] ] , {i, n}]; 
t = Table[{i, gehalt[[i]], prämie[[i]]}, {i, n}]; 
t//TableForm 

Print["Summe der Gehälter = ", sumgeh] 

Print["Summe der Prämien = ", sumpr] 

Wenn es Ihnen Spaß macht, dürfen Sie die Do-Schleife durch eine While-Schleife ersetzen. 

i = 1; While[ i <= n, 

If[ gehalt[[i]] >= 30000, 
prämie[[i]] = 6000, 
prämie[[i]] = gehalt[[i]]/5]; 

i = i + 1] ; 


2.4 Zufallszahlen 


z = Random [] 

z = Random[Real, xmax] 

z = Random[Real, xmin, xmax] 

z = Random[Integer] 

z = Random[Integer, imin, imax] 

SeedRandom[n] 


erzeugt eine reelle Zufallszahl z mit 
0 < z < 1. 

erzeugt eine reelle Zufallszahl z mit 

0 < 2 < W 

erzeugt eine reelle Zufallszahl z mit 

X min < * < W 

erzeugt 0 oder 1, jeweils mit der Wahrschein¬ 
lichkeit 1/2. 


erzeugt eine ganze Zufallszahl z mit 

l min < 1 < l max' 

legt einen bestimmten Startwert fest. 


Wenn das Statistik-Paket "Statistics'Master' " geladen ist, dann erhält man mit 

vert = NormalDistribution[p, a] 

z = Random [vert] eine N (p; cr 2 )-verteilte Zufallszahl. 
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BEISPIELE 

Needs["Statistics'Master'"] 

Needs [ "Graphics' Graphics ' " ] (* für Balkendiagramm *) 

1. Table [Random[] , {5}] 

(0.564692, 0.873856, 0.789977, 0.855391, 0.382843} 

Table [ausdruck, {i, imin, imax }] erzeugt eine Liste von ausdruck 

2. Table [Random[] , {5}] 

(0.774782, 0.93851, 0.400514, 0.371362, 0.99473} 

Der zweite Aufruf bringt andere Zufallszahlen als der erste. 

Table [Random [Real, {3, 5}, 3], {10}] 

(3.65, 3.9, 3.58, 4.71, 4., 4.86, 4.2, 3.08, 3.17, 4.2} 
Dieser Aufruf erzeugt 10 (höchstens) 3-stellige reelle Zufallszahlen, die zwischen 3 und 5 liegen! 

3. Wir betrachten die Normal Verteilung mit N (50; 3 2 ) und erzeugen 100 normalverteilte, 
genauer N (50; 9)-Zufallszahlen. Wir berechnen x und s. 


nv = NormalDistribution[50, 3]; 
nvzu = Table [Random [nv] , {100}]; 

Mean[nvzu] 49.46 

StandardDeviation[nvzu] 3.04319 

Mit BinCounts führen wir eine Klasseneinteilung der in diesem Beispiel ermittelten 
Zufallszahlen durch: 

/ ist die Liste der Besetzungszahlen und mw ist die Liste der zugehörigen Mittelwerte. 

f = BinCounts[nvzu, {42, 59, 1}] 


( 0 , 

3, 1, 4, 

7, 13, 11, 15, 13, 8, 7, 

6, 

00 

o 

u> 

0} 

mw = 

Table [x, 

, {x, 42, 58}] 




(42, 

43, 44, 

45, 46, 47, 48, 49, 50, 

51, 

52, 53, 54, 

55, 

56, 

57, 58} 






Nun zeichnen wir ein BarChart (Säulendiagramm). 

BarChart erfordert eine Liste von Zahlenpaaren, die wir mit Transpose erzeugen, 
grl = BarChart[Transpose[{f, mw}]]; 


























STATISTISCHE METHODEN DES 
QUALITÄTSMANAGEMENTS 


3. Statistik-Fahrplan 

Beschreibende Statistik 

Grundbegriffe, Urwerte, Häufigkeiten, Häufigkeitsverteilungen, Klassierung, Stabdiagramme, 
Histogramme, Stichprobenkenngrößen 

Wahrscheinlichkeitsrechnung 

Wahrscheinlichkeitsbegriff, Additionssätze, Multiplikationssätze, bedingte Wahrscheinlichkeit; 
Kombinatorik 


Korrelation 

Verteilungen 



Zufallsstreubereiche 


gegeben: Parameter der Grundgesamtheit 

Stichprobenumfang n, Irrtumswahrscheinlichkeit a 
gesucht: Bereich für die Stichprobenkenngröße 


L 


Zählergebnisse 


Binomial¬ 

verteilung 


Poisson- 

verteilung 



Anzahl der 


Anzahl der 


fehlerhaften 


Fehler pro 

Stichproben¬ 

Einheiten 


Einheit 

kenngröße: 

X 


X 


l 


Meßwerte 


Normalverteilung 


Lage 



X 

X 


Streuung 



[*] E 

DS 
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Vertrauensbereiche 

gegeben: Stichprobenkenngröße 

Stichprobenumfang n, Vertrauensniveau 1 - a 

gesucht: Bereich, in dem der Parameter der Grundgesamtheit liegt 


Parameter: 



Statistische Parameter-Tests 


Meßwerte 


gegeben: 


Nullhypothese: 



© Stichproben paarweise verbunden: Differenzentest 
© Stichproben paarweise nicht verbunden: a) o v o 2 bekannt: w-Test 

b) er,, o 2 nicht bekannt: r-Test 
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3. Statistik-Fahrplan 


gegeben: 


Nullhypothese: 



Zählergebnisse 


Vergleich: 


gegeben: 

Nullhypothese: 


Vergleich: 


gegeben: 

Nullhypothese: 
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Qualitätsregelkarten 



Annahme-Stichprobenprüfung 



1 Aus Zeit- und Platzgründen beschränken wir uns in diesem Buch auf x - und s - Karten ohne Grenzwerte. 

2 Aus Zeit- und Platzgründen beschränken wir uns in diesem Buch auf eine Einfach-Stichprobenanweisung n-c. 




































































32 


3. Statistik-Fahrplan 


Zuverlässigkeitsprüfung 


Ausfallart: 
Verteilungen: 



Geschichte des Qualitätsmanagements 

Der Begriff „Qualität“ hat sich im Lauf der Zeit geändert. Um 1900 waren z. B. „Made in Germany“ 
in der Optik oder „Made in England“ in der Textilindustrie Garanten für gute Qualität. 

Mit der Massenfertigung setzte sich die Erkenntnis durch, daß die Sicherung der Qualität ohne stati¬ 
stische Methoden nicht zu erreichen ist. 

Um 1930 veröffentlichten K. Daeves und A. Beckel in Deutschland ihre Werke über „Großzahl¬ 
forschung“. Die Industrie war aber noch nicht so weit. Einen Wandel brachte jedoch 1931 das Buch 
von W. A. Shewhart: Economic Control of Quality of Manufactured Product. In ihm wurden Stich¬ 
probenpläne und die Prüfung von Hypothesen über Qualität von Fertigungslosen behandelt. 

Nach dem 2. Weltkrieg wurden in großem Ausmaß statistische Methoden für die Regelung und 
Steuerung der Produktion herangezogen. 

Das damalige Ziel der „Qualitätskontrolle“ war es, Fehler durch Kontrollen zu finden. 

Das Ziel der modernen Qualitätssicherung ist es, Fehler im Ansatz zu verhindern. 

Dieser Wandel ist in der Ausbildung deutlich zu sehen: 

1957 „Statistische Qualitätskontrolle“ am TGM vermittelte statistische Methoden. 

1989 Der Speziallehrgang „Qualitätsmanagement“ am TGM ist die universellste Ausbildung für 
HTL-Absolventen auf diesem Gebiet. 

Über die statistischen Methoden hinaus werden die unbedingt notwendigen, auf das Endziel 
abgestimmten Kenntnisse der EDV, der Betriebsorganisation, der Steuerungs- und Regelungs¬ 
technik und der Führungstechnik im Unterricht und im Labor vermittelt. 

Das Ziel dieses Lehrgangs: Die Schüler sollen lernen, welche Maßnahmen getroffen werden 
müssen, um die ISO 9000 bis 9004 zu erfüllen. 















4. Prüfverteilungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnittes werden Sie folgendes können: 

■ Werte der t-, x 2 - und der F- Verteilung aus den Funktionentafeln ermitteln; 

■ den Verlauf der Graphen der t-, / 2 - und der F- Verteilung skizzieren; 

■ die Begriffe zweiseitige Schwellenwerte, einseitiger oberer Schwellenwert und einseitiger unterer 
Schwellenwert erklären. 

Für die Berechnung von Zufallsstreubereichen und zum Testen von Hypothesen haben wir bereits im 
Abschnitt 25 von Band 3 neben der Normalverteilung die t -Verteilung und die ^-Verteilung 
verwendet. 

4.1 t -Verteilung 

H 


x — ii 

Wenn x eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert fi ist, dann folgt —— einer 

s /]n 

t -Verteilung (auch Student-Verteilung genannt) mit dem Freiheitsgrad f=n- 1. 

Mittelwert: 0 

/ 


Varianz: 


/- 2 


für / > 2 


Die t -Verteilung ist eine symmetrische Verteilung, die für immer größer werdende n in die stan¬ 


dardisierte Normalverteilung übergeht. 

In der Zeichnung ist eine t -Verteilung mit 2 
Freiheitsgraden einer W(0; 1)-Verteilung gegen¬ 
übergestellt. 

Beachten Sie: 

Die Kurve der Dichte der t -Verteilung verläuft 
flacher als die Kurve der Dichte der N{ 0; 1)- 
Verteilung. 

Anwendungen der t- Verteilung: 



-3-2-10123 x 


- Vertrauensbereich für ji der Normalverteilung, wenn o nicht bekannt ist, 

- Mittelwertsvergleich, 

- paarweiser Vergleich (Prüfung verbundener Stichproben). 


Unsere Tabelle, FZT Seite 48, enthält die oberen Schwellenwerte t f; l a bzw. t f . l a/2 der 
t- Verteilung. 


1 - a 

zweis 0,950 

eins 0,975 

6 

i 

>1 n Q7' • : 

X 6; 0,975 eins 

/ 



t — t =2 447 

*6; 0,975 eins *6; 0,950 zweis ’ ' 
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Wir ermitteln nun f 6;0i95zweis und l 6;0 95eins mit MATHEMATICA. 

Needs["Statistics'Master'"] 

tzweis[f_ # alpha_]:= Quantile[StudentTDistribution[f], 

1 - alpha/2] 

teins[f_,alpha_]:= Quantile[StudentTDistribution[f], 

1 - alpha] 

tzweis[6, 0.05] 2.446911851144969 

teins[6, 0.05] 1.943180280515301 


* = 2.447 


= 1,943 


In DERIVE steht uns nur der Wert der von -t bis + t reichenden Verteilungsfunktion zur Ver¬ 
fügung. 

Nach Transfer Load Derive |fi] erscheint am Bildschirm eine Liste der .MTH-Files. 
Wir wählen mit Balken und [ENTER | das Utility-File Probabil. MTH. 

Wir markieren in Zeile 15 den Term Student(t, n).Nach Author [f3] ändern wir auf 
Student (3.169, 10) und erhalten nach |approx| den Wert 0.989995. 

Dies entspricht dem Wert G = 0,995. 


AUFGABEN 

Ermitteln Sie mit Hilfe einer Tabelle: 

4.01 a) ^20; 0,95 eins 0,99 eins ^-02 a) ? 2 0; 0,95 zweis ? 20; 0,98 zweis 

4.03* Zeichnen Sie mit MATHEMATICA die Dichtefunktion der t -Verteilung mit / = 10. 


11 


4.2 Chi-Quadrat-Verteilung 


Wenn x eine normalverteilte Zufallsvariable mit dem Mittelwert fi und der Varianz er“ ist, 
f-s 2 

dann folgt —— einer ^“-Verteilung mit dem Freiheitsgrad f=n- 1. 
er“ 

Mittelwert: / 

Varianz: 2/ 
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Mit wachsendem / nähert sich die % 2 -Verteilung der N(f\ 2/)-Verteilung. 

Anwendungen der % 2 - Verteilung: 

- Vertrauensbereich (er) der Normal Verteilung (/c-Tabelle!), 

- Vertrauensbereich der Poisson-Verteilung, 

- Vergleich mehrerer Varianzen, 

- Vergleich von Fehleranteilen (Binomialverteilung), 

- Vergleich von Fehlerzahlen (Poisson-Verteilung), 

- Test auf Poisson-Verteilung, 

- Test auf Normalverteilung (x 2 - Anpassungstest). 


Die Tabelle, FZT Seite 49, enthält die einseitigen oberen Schwellenwerte x 2 f, g der x 2 ~ Verteilung. 



Wir ermitteln nun / 6;095eins und x\ 0,95 zwei* mit MATHEMATICA. 

Needs["Statistics'Master'"] 

chiquzweis [f__, alpha_] := Quantile[ChiSquareDistribution[f], 

1 - alpha/2] 

chiqueins[f_,alpha_] := Quantile[ChiSquareDistribution[f], 

1 - alpha] 

chiquzweis[6, 0.05] 14.44937533544792 

chiqueins[6, 0.05] 12.59158724374398 

y 2 =14 45 y 2 =12 59 

* 6; 0,95 zweis * 6; 0,95 eins 


c = ChiSquareDistribution[6] 

cl = CDF[c, 0.95] 0.01256313378163531 

Quantile[c # cl] 0.95 


In DERIVE können wir von der j 2 -Funktion nur den Wert der Verteilungsfunktion G berechnen. 
Wir kennen ^ 2 6 = 18,55 und wollen den zugehörigen G -Wert ermitteln. 

Wir laden die Hilfsdatei Probabil.MTH, in der wir CHI_SQUARE (x2,v) markieren. 
Nach Author |f3] ändern wir auf CHI_SQUARE (18.55, 6) und erhalten nach 
japproX| denWert 0.994998. G(* 2 6 = 18,55) = 0,995 
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AUFGABEN 

Ermitteln Sie mit Hilfe einer Tabelle: 


4.04 

a ) X 20; 0,95 eins 

k) X 8; 0,99 eins 

C ) X 19; 0,999 eins 

4.05 

a ) X 20; 0,01 eins 

k) X 8; 0,025 eins 

C ) X 35; 0,005 eins 

4.06 

a ^ X 10; 0,95 zweis 

X 40; 0,99 zweis 

^ X 65; 0,01 zweis 


4.07* Zeichnen Sie mit MATHEMATICA die Dichtefunktion der % 2 -Verteilung mit / = 4. 


4.3 F -Verteilung 


x ist eine normalverteilte Zufallsvariable. 

Dieser Grundgesamtheit werden zwei Stichproben entnommen: 

1. Stichprobe: Umfang n v Varianz s 2 

2. Stichprobe: Umfang n v Varianz s\ 

s\ 

Die Prüfgröße F = — folgt einer F- Verteilung mit den Freiheitsgraden 

S 2 

f 2 = n ~2. 


Mittelwert: 

Varianz: 


fi 

h- 2 

2 y 2 c/i + f 2 - 2) 

/,(/ 2 - 2) 2 (/ 2 -4) 


für f 2 > 2 
für f 2 > 4 


A=n-1 


und 


Die F -Verteilung ist eine stetige, nicht 
symmetrische, von 0 bis <*> definierte 
Verteilung. Sie wurde nach R. A. Fisher 
benannt, der sie zur Prüfung von Varian¬ 
zen verwendete. 



Anwendungen der F- Verteilung: 

- Vertrauensbereich der Binomialverteilung, 

- Vergleich der Varianzen zweier Grundgesamtheiten, 

- Vergleich von mehr als zwei Mittelwerten, 

- Varianzanalyse. 
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Unsere Tabelle, FZT Seiten 50 und 51, enthält die einseitigen oberen Schwellenwerte F, , G der 
F -Verteilung für G = 0,975 und G = 0,995. 



BEISPIELE 
1 F = 4 07 

r 6,10; 0,975 


= 0,1897 


3 - ^6, 10 ; 0,95 zweis und ^6, io; 0,95 eins sind mit MATHEMATICA zu ermitteln. 


Needs["Statistics'Master'"] 

Fzweis [fl_, f2_, alpha_] := Quantile [FRatioDistribution 

[fl,f2], 1 - alpha/2] 

Feins [f 1_, f 2_, alpha_] := Quantile [FRatioDistribution 

[f1,f2], 1 - alpha] 

Fzweis[6, 10, 0.05] 4.07213131505824 

Feins[6, 10, 0.05] 3.217174547398992 


In DERIVE können wir von der F-Funktion nur den Wert a der Verteilungsfunktion G berech¬ 
nen. 

Wir laden die Hilfsdatei Probabil .MTH, inderwir F_DISTRIBUTION ( f_, vl, v2) 
markieren. 

^ Es gelte: F(fl, f 2, 1 - a) = F-Wert 

F_DISTRIBUTION (F-Wert , fl, f2) liefert den Wert cc. 

Wir kennen F 610 = 3,217 und wollen den zugehörigen G-Wert ermitteln. 

F_DISTRIBUTION (3.217, 6, 10) liefert den Wert cc = 0,0500085 

Somit: G(F 610 = 3,217) = 0,95 


AUFGABEN 


Ermitteln Sie mit Hilfe einer Tabelle: 


4.08 a) F 5 4; 0 975 eins 

k) ^4, 5; 0,975 eins 

C ) ^15,10; 0,995 eins 

4.09 a) F 20) 30 . 095 zweis 

k) ^10, 5; 0,95 zweis 

C ) ^50,20; 0,9925 zweis 

4.10 a) ^20,10; 0,025 eins 

^9, 7; 0,005 eins 

C ) ^5, 20; 0,010 zweis 


4.11* Zeichnen Sie mit MATHEMATICA die Dichtefunktion der F-Verteilung mit 6 und 10 Frei¬ 
heitsgraden. 

4.12* Zeichnen Sie mit DERIVE zu den Aufgaben 4.03*, 4.07* und 4.11* jeweils die Verteilungs¬ 
funktion G. 
















5. Zufallsstreubereiche und Vertrauensbereiche bei 
diskreten Verteilungen 

Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Zufallsstreubereich einer diskreten Zufallsvariablen erklären; 

■ den Zufallsstreubereich für die Anzahl fehlerhafter Einheiten in einer Stichprobe ermitteln; 

■ den Zufallsstreubereich für die Anzahl der Fehler in einer Prüfeinheit ermitteln; 

■ den Begriff Vertrauensbereich einer diskreten Zufallsvariablen erklären; 

■ den Vertrauensbereich für den Anteil fehlerhafter Einheiten ermitteln; 

■ den Vertrauensbereich für die mittlere Anzahl der Fehler je Prüfeinheit ermitteln; 

■ mit dem Larson-Nomogramm arbeiten; 

■ mit dem Thorndike-Nomogramm arbeiten. 


5.1 Larson-Nomogramm 


Auf der Seite 35 der Funktionen- und 
Zahlentafeln befindet sich ein Larson- 
Nomogramm, mit dessen Hilfe wir die 
Werte von G (x\p\ n) der Binomial¬ 
verteilung ermitteln können. 


Prägen Sie sich die Prinzipskizze ein! 



1. Wir markieren die Marke p auf der p-Skala. 

2. Wir markieren die Kurve für den Stichprobenumfang n. 

3. Wir markieren die Kurve x = 4. 

4. Wir bestimmen den Schnittpunkt der n -Kurve mit der x-Kurve. 

5. Wir legen eine Gerade durch die p -Marke und den Kurvenschnittpunkt. 

6. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der G-Skala kennzeichnet unseren gesuchten Wert G (x). 


BEISPIEL 

Eine Produktion enthält 8 % fehlerhafte Einheiten. Dieser Produktion wird eine Stichprobe vom 
Umfang 50 entnommen. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, in dieser Stichprobe höchstens 4 Fehler zu finden? 

Usm * : LiJ LU LU LLI LsJI * 7 


Bi (0,08; 50) P (x ^ 4) = ? 


P (x s 4) = G {4} 1 
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Wir ermitteln G(4) mit Hilfe 
des Larson-Nomogramms: 

Wir erhalten: 

P ( X < 4) = G (4) = 0,63 


Zur Kontrolle ermitteln wir 
G(4) auch mit Hilfe unserer 
Tabelle. 

Wir erhalten: G(4) = 0,629 


Im Larson-Nomogramm lesen wir auf der rechten Leiter die Werte G (x 0 ) der Verteilungsfunk¬ 
tion ab, d. h. die Wahrscheinlichkeit P (x * 0 ), in der Stichprobe höchstens * 0 fehlerhafte 
Einheiten zu finden. 


5.2 Thorndike-Nomogramm 


Auf Seite 40 der Funktionen- und Zahlentafeln befindet sich ein Thorndike-Nomogramm, mit 
dessen Hilfe wir die Werte von G (x \ p) der Poisson-Verteilung ermitteln können. 


Prägen Sie sich die Prinzip¬ 
skizze ein! 


Durch den Schnittpunkt der 
Geraden für p und der 
Kurve für x wird eine 
Horizontale gelegt, die auf der 
G-Achse den Wert G (x \p) 
liefert. 
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5. Zufallsstreubereiche und Vertrauensbereiche bei diskreten Verteilungen 


BEISPIEL 

Auf 1000 Blechen befinden sich, zufällig verteilt, 500 
Lackblasen. Wir entnehmen dieser Lieferung nacheinander 
100 Bleche zur Prüfung. Wie groß ist die Wahrscheinlich¬ 
keit, auf einem Blech genau x Lackblasen zu finden? 

Lösung: 

500 Lackblasen 

ß = mnnoi u — = °’ 5 Lackblasen/Blech 
1000 Bleche 

Wir lesen ab: 

jc = 0 => G (Ol 0,5) = 0,61 

x = \ => G (ll 0,5) = 0,91 

x = 2 => G( 2| 0,5) = 0,986 



5.3 Zufallsstreubereiche bei der Binomialverteilung 
Zweiseitig abgegrenzte Zufallsstreubereiche 

Für den zweiseitig abgegrenzten (l-a)-Zufallsstreubereich für x, die Anzahl fehlerhafter 
Einheiten in der Stichprobe, gilt: 

P (\ n ^ x ^ x Qb ) = 1 -« 



Die Grenzen des zweiseitig abgegrenzten (1 - a)-Zufallsstreubereichs erhalten wir, indem wir 
auf beiden Seiten den größtmöglichen Zipfel kleiner/gleich a/2 abschneiden. 
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Technische Hilfsmittel 

Die heute zur Verfügung stehenden technischen Hilfsmittel bieten für die Berechnung viele Mög¬ 
lichkeiten. Das war nicht immer so: 

1957 begann zum Beispiel am TGM das Zeitalter der EDV. Umfangreiche Rechnungen wurden im 
Freigegenstand „Rechenlabor“ gelöst. 

Erst nach 1970 wurde der Rechenstab vom Taschenrechner abgelöst. Damals kostete ein Taschen¬ 
rechner mit nur einem Speicher öS 16.000,- (entspricht heute mehr als öS 30.000,-). 

Die Mikroelektronik machte Leistungssteigerung bei gleichzeitigem Preisverfall möglich. Heute 
bekommt man um öS 3.500,- Taschenrechner, die nicht nur programmierbar sind, sondern darüber 
hinaus durch eingebaute Funktionen die ganze Mathematik der HTL und der TU umfassen. 

Als neueste Entwicklung finden die Computerunterstützten Algebra-Systeme (CAS) Eingang in 
unsere Schulen. Die HTL sind wieder Pioniere. 

Noch im Jahr 1995 werden Taschenrechner um öS 4.000,- auf den Markt kommen, die DERIVE 
beherrschen. 

Ausdrücklich sei daraufhingewiesen, daß der Einsatz dieser Hilfsmittel nur dann etwas bringt, wenn 
die nötigen mathematischen Grundkenntnisse vorhanden sind. 

Aus diesem Grund werden in den ersten beiden Jahrgängen die Hilfsmittel nur spärlich eingesetzt. 
Die Überschlagsrechnung und das Erfassen der Grundbegriffe, gefestigt durch viele Übungen, steht 
im Vordergrund. 

Im dritten Jahrgang kommen mit dem programmierbaren Taschenrechner und mit DERIVE, 
MATHEMATICA oder einem ähnlichen Programmpaket weitere Hilfsmittel dazu. 

In diesem Buch wird mit dem Programmpaket „MATHEASS7“ auch auf ein Programm hinge¬ 
wiesen, das Sie als Shareware billigst erwerben können (ca. öS 50,-), das auf fast allen Rechnern 
läuft und sehr viele im Mathematikunterricht auftretende Probleme schnell löst. Dies alles ohne Ein¬ 
arbeitungszeit. 

All diese Wunderdinge nehmen uns nicht das Denken ab. Sie befreien uns lediglich von der harten 
Routinearbeit! 

Dem künftigen Ingenieur genügt nicht das Erfassen eines Problems. Er muß die notwendigen Rech¬ 
nungen durchführen können und fähig sein, die Ergebnisse zu überprüfen und zu interpretieren. 

In jedem Unterrichtsgegenstand muß der Schüler auch zum selbständigen Lernen neuen Stoffs 
befähigt werden. 

BEISPIEL 

1. In diesem Beispiel werden zur Lösung mehrere Hilfsmittel herangezogen. 

a) Lösung mit Hilfe der Tabelle 

b) Lösung mit Hilfe des Larson-Nomogramms (In der Industrie werden Nomogramme oft 
verwendet. Sie müssen vielleicht bald einen Mitarbeiter in den Gebrauch des Larson- 
Nomogramms einführen.) 

c) Lösung mit DERIVE 

d) Lösung mit MATHEMATICA 

e) Lösung mit MATHEASS7 

Wenn Sie einen Rechner mit entsprechend eingebauter Funktion oder entsprechendem Pro¬ 
gramm haben, dann sind die Punkte c) - e) für Sie nicht wichtig. 

Eine Großserie hat einen Anteil p = 0,07 fehlerhafter Einheiten. Es werden ihr Stichproben, 
jeweils vom Umfang n = 80, entnommen. 

In welchem Bereich werden aufgrund der zufälligen Streuung 95 % aller *-Werte liegen? 
Lösung: diskrete Verteilung: Anteil ... daher Binomialverteilung 
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► 


a) Lösung mit Hilfe der Tabelle 

Aus der Tabelle, FZT Seite 32, der Verteilungsfunktion G (x\p; n) = G (x| 0,07; 80) er¬ 
sehen wir: 


X 

G(x) 

0 

0,0030 

1 

0,0211 

2 

0,0750 

3 

0,1805 

4 

0,3333 

5 

0,5082 

6 

0,6727 

7 

0,8036 

8 

0,8935 

9 

0,9476 

10 

0,9765 

11 

0,9904 

12 

0,9964 

13 

0,9987 


P(*s£l) = 0,0211 <0,025 1 

P(x*s 2) = 0,0750 > 0,025 1 * un_2 


P(is 9) = 0,9476 <0,975 1 

/>(*« 10) = 0,9765 >0,975 I x °*> 10 

x = 10 ist der kleinste Wert, der die Bedingung für die Ober¬ 
grenze (Zipfel a/2) erfüllt. 

Folglich: 2 g x < 10 


Untere Grenze: 


a/2 H G(x)=a/2 

, G(x+1)> a/2 


x-1 


x+1 

l 


a/2 , G(x)<a/2 

\ G(x+1)> a/2 


x-1 


x+1 


Obere Grenze: 


a/2 ^ G(x)=a/2 

, G(x+1)> a/2 


x-1 


x+1 

l_ 

X un 


a/2 A G(x)<a/2 

\G(x+1)> a/2 


x-1 


x+1 

I_ 

X un 


b) Lösung mit Hilfe des Larson-Nomogramms 


Prägen Sie sich die 
Prinzipskizze ein! 
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1. Wir kennzeichnen unseren gegebenen Wert p auf der p-Skala. 

2. Wir färben die Kurve für den Stichprobenumfang « rot. 

3. Wir kennzeichnen a/2 auf der G-Skala. 

4. Wir kennzeichnen (1 - a/2) auf der G-Skala. 

5. Wir legen eine Gerade durch 1 und 3. 

6. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der «-Kurve ergibt die untere Grenze des Zufalls¬ 
streubereichs. 

7. Wir legen eine Gerade durch 1 und 4. 

8. Der Schnittpunkt dieser Geraden mit der «-Kurve ergibt die obere Grenze des Zufalls¬ 
streubereichs. 


Zu unserem Beispiel: 

Wir lesen ab: x = 2 x.=10 

un ob 

2^x^W 

Hinweis: Zum Larson-Nomogramm, 
siehe Bemerkungen auf Seite 38. 



c) Lösung mit DERIVE 

Die Datei PROBABIL. MTH enthält die Funktion: 
BINOMIALJOISTRIBUTION(x,n,p) 

b := VECTOR( [x, BINOMIAL_DISTRIBUTION(x, 80, 0.07)], 
x # 0, 10) 

erzeugt die gewünschte Tabelle der G (x). 


d) Lösung mit MATHEMATICA 
Needs["Statistics'Master'"] 

Table [ { x,CDF[BinomialDistribution[80, 0.07] ,x] //N }, 
{x, 0, 15} ]//TableForm 

erzeugt die gewünschte Tabelle der G (r). 

Bemerkungen: 

1. Zeile: Zur Lösung unserer Aufgabe benötigen wir dieses Paket. 

2. Zeile: CDF . .. Cumulative Distribution Function (Verteilungsfunktion) 

Table [. . . ] / / TableForm erzeugt eine Tabelle 
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e) Lösung mit MATHEASS7 

Wir starten MATHEASS und wählen vom Hauptmenü das Hauptgebiet STOCHASTIK und 
von diesem aus den Punkt Binomialverteilung. 


Wir geben die Werte von n und p ein und erhalten die Ausgabe: 


80 p = .07 

P< 

X 

= 

0 

> 

= 

.003010 


P< 

X 

= 

1 

) 

= 

.018128 

0 

P< 

X 

= 

2 

> 

= 

.053896 

1 mm 

P< 

X 

= 

3 

) 

= 

.105473 

2 

P< 

X 

= 

4 

> 

= 

.152823 


P< 

X 

= 

5 

> 

= 

.174842 


P< 

X 

= 

6 

) 

= 

.164502 


P< 

X 

= 

7 

> 

= 

.130894 


P< 

X 

= 

8 

> 

= 

.089902 


P< 

X 

= 

9 

> 

= 

.054134 


P< 

X 

= 

10 

> 

= 

.028930 

9 _ 

P< 

X 

= 

11 

> 

= 

.013857 

10 

11 ■■ 

12 . 

P< 

X 


12 

) 


.005997 


P< 0 < X < 12 > = .996388 

P(0) + P(1)< 0,025 

P (0) + P (1) + P (2) > 0,025 => ^ unten = 2 

G (11) = G (12) - P (12) = 0,991 
G (10) = G (11) - P (10) = 0,976 
G ( 9) = G (10) — P( 9) = 0,947 => * oben = 10 

Zufallsstreubereich: 2 ^ x ^ 10 


Andrej Nikolajewitsch Kolmogorow (1903-1987) 
war einer der ganz großen Mathematiker unseres Jahrhunderts. 

Seine Arbeitsgebiete waren Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Sta¬ 
tistik, mathematische Logik, Topologie, Funktionalanalysis, Theorie der dyna¬ 
mischen Systeme, Informations- und Algorithmentheorie. 

Um die Jahrhundertwende stellte David Hilbert die Aufgabe, die Wahrschein¬ 
lichkeitstheorie zu axiomatisieren. Kolmogorow löste dieses Problem 1933. 



Egon Sharp Pearson (1895-1980) 

Schon sein Vater, Karl Pearson (1857-1936), der den ^ 2 -Test einführte, war 
einer der Pioniere der modernen mathematischen Statistik. 

Karl Pearson lehrte bis 1933, dann wurde seine Abteilung geteilt: R. A. Fisher 
(siehe S. 58) und sein Sohn Egon wurden die Nachfolger. 

E. S. Pearson entwickelte die Theorie des Prüfens von Hypothesen und gab eine 
wesentlich erweiterte Neufassung der von seinem Vater erstellten „Biometrica 
Tables for Statisticians“ heraus. 
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Einseitig abgegrenzte Zufallsstreubereiche 




Bei den einseitig abgegrenzten Zufallsstreubereichen wird ein Zipfel ^ a abgeschnitten; 
in den Formeln wird statt a/2 der Wert a gesetzt und statt 1 - a/2 der Wert 1 - a. 


BEISPIELE 

2. Ein Los enthält 6 % fehlerhafte Einheiten. Diesem Los soll eine Stichprobe von 100 Stück 
entnommen werden. 

Wie groß ist die Anzahl fehlerhafter Einheiten in der Stichprobe mindestens (a = 1 %)? 
Lösung: 

Bi{ 0,06; 100) a = 0,01 

Wegen der einseitigen Fragestellung („mindestens“) berechnen wir den einseitig nach un¬ 
ten abgegrenzten 99%-Zufallsstreubereich. 

Aus der Tabelle, FZT Seite 34, der Verteilungsfunktion G (x) der Binomialverteilung lesen 
wir ab: 

G (0) = 0,0021 <<* = 0,01 i r 

G(l) = 0,0152 ><* = 0,01 0 i 1 2 3 x 

99%-Zufallsstreubereich: x 1 

3. Ein Los enthält 2 % fehlerhafter Einheiten. Diesem Los soll eine Stichprobe von 32 Stück ent¬ 
nommen werden. 

Wie groß ist die Anzahl fehlerhafter Einheiten in der Stichprobe höchstens (a = 5 %)? 
Lösung: 

Bi (0,02; 32) a = 0,05 


Wegen der einseitigen Fragestellung („höchstens“) berechnen wir den einseitig nach oben 
abgegrenzten 95 % -Zufallsstreubereich. 


Aus der Tabelle, FZT Seite 32, lesen wir ab: 

G (1) = 0,8660 < 1 - a = 0,95 
G (2) = 0,9742 > 1 - a = 0,95 



X 


95%-Zufallsstreubereich: x 2 
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AUFGABEN 

5.01 Einem Los mit p% fehlerhaften Einheiten wird eine Stichprobe vom Umfang n entnom¬ 
men. 

Ermitteln Sie mit Hilfe einer Tabelle mit a = 5 % den 

(1) zweiseitig (2) einseitig nach oben (3) einseitig nach unten 

abgegrenzten (1 - a)-Zufallsstreubereich für x, die Anzahl fehlerhafter Einheiten in der 
Stichprobe. 

a) « = 80; p = 0,06 b) n = 50; p = 0,07 c) rc = 100; p = 0,04 

5.02 Angaben wie in 5.01. 

Lösen Sie die Aufgaben mit Hilfe des Larson-Nomogramms. 


5.4 Zufallsstreubereiche bei der Poisson-Verteilung 


Bekannt ist p, die mittlere Anzahl der Fehler je Prüfeinheit in der Grundgesamtheit. 

Mit der Wahrscheinlichkeit 1 - a wird der beobachtete x-Wert (also die Anzahl der Fehler in 
der Prüfeinheit) im (1 - a)-Zufallsstreubereich von x liegen. 


Die Grenzen des Zufallsstreubereichs werden folgendermaßen ermittelt: 

a) aus der Tabelle (FZT Seite 37) der Verteilungsfunktion G ( x ), 

b) mit Hilfe des Thorndike-Nomogramms: 

Prägen Sie sich die Prinzipskizze ein! 



1. Wir färben die Gerade für p rot. 

2. Wir färben die Gerade für G = a/2 rot. 

3. Wir färben die Gerade für G = 1 - all rot. 

4. Der Schnittpunkt der Geraden 1 und 2 ergibt die untere Grenze des Zufallsstreubereichs. 

5. Der Schnittpunkt der Geraden 1 und 3 ergibt die obere Grenze des Zufallsstreubereichs. 
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c) Lösung mit DERIVE: 

Die Datei PROBABIL. MTH enthält die Funktion: 

POISSON_DISTRIBUTION(x # ß) 

b := VECTOR([x, POISSON_DISTRIBUTION(x, 5)], x, 0, 10) 

erzeugt die gewünschte Tabelle der G ( x ). 


d) Lösung mit MATHEMATICA: 

Needs["Statistics'Master'"] 

Table[ { x,CDF[PoissonDistribution[5],x] //N }, 

{ x, 0, 15}]//TableForm 

erzeugt die gewünschte Tabelle der G (x). 

Bemerkungen: 

1. Zeile: Zur Lösung unserer Aufgabe benötigen wir dieses Paket. 

2. Zeile: CDF ... Cumulative Distribution Function (Verteilungsfunktion) 

Table [. . .]//TableForm erzeugt eine Tabelle 


e) MATHEASS7 enthält die Poisson-Verteilung nicht. 


BEISPIELE 

1. Im Mittel treten pro Blechtafel ß = 5 Fehler auf. 

Mit wie vielen Fehlem pro Blechtafel muß man mit einer Irrtums Wahrscheinlichkeit von 
a) 5 % b) 1 % rechnen? 


Lösung: Poisson-Verteilung mit ß = 5 

Es liegt eine zweiseitige Fragestellung vor. Wir bestimmen daher zweiseitig abgegrenzte 
Zufallsstreubereiche. 


Der Tabelle, FZT Seite 38, entnehmen wir für ß = 5 die Werte: 

G (0) = 0,0067 G (9) = 0,9682 

G(l) = 0,0404 G (10) = 0,9863 .. } 

G (11) = 0,9945 
G (12) = 0,9980 

a) 95%-Zufallsstreubereich: 1 x < 10 

b) 99%-Zufallsstreubereich: 0 x 12 


Der erste x-Wert, für den G (x) ^ 0,975 gilt, gehört noch zum 95%-Zufallsstreubereich. 
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Grafische Lösung mit Hilfe des Thorndike-Nomogramms: 



Wir lesen ab: 95%-Zufallsstreubereich: 1 x 10 

2. Im Mittel treten pro Drahtrolle 2 Isolationsfehler auf. 

a) 1 Drahtrolle b) 4 Drahtrollen werden geprüft. 

Mit wie vielen Fehlern muß man bei dieser Prüfung mindestens rechnen, wenn wir 
a = 5% wählen? 

Lösung: Poisson-Verteilung mit n = 2 Fehler/Drahtrolle 

Wegen der einseitigen Fragestellung („mindestens“) bestimmen wir den einseitig nach 
unten abgegrenzten 95%-Zufallsstreubereich. 

a) Der Tabelle, FZT Seite 38, entnehmen wir für fi = 2 den Wert G (0) = 0,1353. 

Dieser Wert ist größer als 0,05. 

Daher können wir keinen Zipfel kleiner/gleich a abschneiden. 

Der einseitig nach unten abgegrenzte 95%-Zufallsstreubereich für x , die Anzahl der Feh¬ 
ler pro 1 Drahtrolle, lautet: x ^ 0 

b) Nun betrachten wir 4 Drahtrollen als Prüfeinheit. 

Im Mittel treten bei dieser Prüfeinheit, also bei 4 Drahtrollen = 4 • = 8 Fehler auf. 

Der Tabelle, FZT Seite 39, für G (*) der Po (pi = 8) entnehmen wir: 

G (3) = 0,0424 <0,05 

G (4) = 0,0996 > 0,05 Daher gilt: x un eins = 4 

Der einseitig nach unten abgegrenzte 95%-Zufallsstreubereich für x, die Anzahl der Feh¬ 
ler pro 4 Drahtrollen, lautet: x s* 4 


Zur Berechnung des Zufallsstreubereichs müssen wir jenes \i verwenden, das sich auf 
die bei der Stichprobenprüfung verwendete Prüfeinheit bezieht. 
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AUFGABEN 

5.03 Im Mittel treten pro Prüfeinheit p Fehler auf. 

Mit wie vielen Fehlern muß man bei a = 5 % pro Prüfeinheit rechnen? 

a) /x = 3 b) p = 6 c) /x = 12 

5.04 Angaben wie in 5.03. 

Mit wie vielen Fehlern muß man höchstens rechnen? 

5.05 Angaben wie in 5.03. 

Mit wie vielen Fehlern muß man mindestens rechnen? 

5.06 Lösen Sie die Aufgaben 5.03-5.05 mit Hilfe des Thorndike-Nomogramms. 


5.5 Vertrauensbereiche bei der Binomialverteilung 

Wir beschränken uns auf die grafische Ermittlung der Vertrauensgrenzen p un , p ob (bzw. p un ejns , 
Pob eins^ f ür Anteil P fehlerhafter Einheiten mit Hilfe des Larson-Nomogramms. 


Zweiseitig abgegrenzte (1 - oO-Vertrauensbereiche von p 

Die Vorgangs weise ist aus der Prinzipskizze ersichtlich. 



Die Grenzen von einseitig abgegrenzten 
Vertrauensbereichen werden analog er¬ 
mittelt. 


Vertrauensbereiche werden „kreuzweise“ bestimmt. 

Für die Ermittlung der Untergrenze p m verwenden wir x-\ und den größeren Wert 
1 - a (einseitig) bzw. 1 - a/2 (zweiseitig). 

Für die Ermittlung der Obergrenze p oh verwenden wir x und den kleineren Wert a 
(einseitig) bzw. a/2 (zweiseitig). 
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BEISPIEL 

Aus der Tagesproduktion einer Maschine wird eine Stichprobe vom Umfang n = 20 gezogen und 
geprüft. 

Sie enthält 4 fehlerhafte Einheiten. 

Mit welchem Anteil fehlerhafter Einheiten in der Tagesproduktion müssen wir rechnen, wenn wir 
a — 5 % Irrtums Wahrscheinlichkeit annehmen. 

Lösung: 


Wir haben es mit einer Bi (p; 20) zu tun, die Fragestellung ist zweiseitig. 
x 4 

Schätzwert: p = - = — p-20% 

n 20 



1. Wir tragen auf der G-Skala die Marken G 1 für a/2 = 0,025 und G 2 für 1 - a/2 = 0,975 
auf. 

2. Wir bringen die Kurven für n = 20 und x = 4 zum Schnitt (SJ. 

3. Wir bringen die Kurven für n = 20 und x = 3 zum Schnitt (S 2 ). 

4. Wir verbinden G 1 mit und erhalten p ob = 0,437 auf der p-Skala. 

5. Wir verbinden G 2 mit S 2 und erhalten p un = 0,057 auf der p-Skala. 


Wir müssen mit 5,7 % < p < 43,7 % rechnen. 
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Wir können die Vertrauensbereiche der Binomialverteilung auch mit den den FZT, Seite 33, ent¬ 
nommenen Formeln berechnen: 

= .. F 
Junten ^ X+l + X f un 2*. 2 (n—jr+l); a/2 


P oben 




n-x+ (* +1) F . 


P — J7 

r ob r 2 (*+1), 2 (n-x)\ l-a/2 


Mit MATHEMATICA erhalten wir: 


Needs["Statistics'Master'"] 
n = 20; 
x = 4; 

alpha = 0.05; 

Fun = Quantile[FRatioDistribution[2 x, 2 
alpha/2]; 

Fob = Quantile[FRatioDistribution[2 (x + 
1 - alpha/2]; 

punt = x Fun / ((n-x+1) + x Fun) 
pob = (x + 1) Fob / (n - x + (x+ 1) Fob) 


(n - x + 1)], 
1), 2 (n - x)]. 


0.057334 

0.436614 


AUFGABEN 

5.07 Ermitteln Sie mit Hilfe des Larson-Nomogramms bei a = 5 % den 

(1) zweiseitig (2) einseitig nach oben (3) einseitig nach unten 

abgegrenzten Vertrauensbereich. 

a) rc = 32; x = 2 b) n = 80; x-A c) n = 125; x = l 

5.08 Bei einer Automatenfertigung wird einer Tagesproduktion eine Stichprobe vom Umfang 
n = 100 entnommen, in der 5 fehlerhafte Einheiten gefunden werden. 

Mit welchem Anteil fehlerhafter Einheiten müssen Sie, bei a- 5 %, rechnen? 

5.09* Wie lauten die Formeln für die einseitig abgegrenzten Vertrauensbereiche der Binomialvertei¬ 
lung? 


5.6 Vertrauensbereiche bei der Poisson-Verteilung 


Innerhalb der aufgrund des Wertes x (Anzahl der Fehler in der betrachteten Einheit) ermittelten 
Vertrauensgrenzen liegt der Parameter /z der Grundgesamtheit mindestens mit dem Vertrauens¬ 
niveau 1 — a. 

Für die üblichen Werte von 1 - a, also für 

zweiseitig: 0,900 0,950 0,980 0,990 0,998 0,9990 

einseitig: 0,950 0,975 0,990 0,995 0,999 0,9995 

können wir die Vertrauensgrenzen mit der Tabelle, FZT Seite 41, ermitteln. 
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1 - a 


x 


i 

M un ^ob 


Sonst ermitteln wir diese grafisch mit dem Thorndike-Nomogramm. 

Die Vorgangsweise bei der Ermittlung eines zweiseitig abgegrenzten (1 - a)-Vertrauensbereichs für 
H ist aus der folgenden Prinzipskizze ersichtlich. 



1. Wir färben die Kurve für x rot. 

2. Wir färben die Kurve für x-\ rot. 

3. Wir färben die Gerade für G = a/1 rot. 

4. Wir färben die Gerade für G = 1 - all rot. 

5. Der Schnitt der Geraden 3 und der Kurve 1 ergibt die obere Grenze des Zufallsstreubereichs. 

6. Der Schnitt der Geraden 4 und der Kurve 2 ergibt die untere Grenze des Zufallsstreubereichs. 


Bei der Ermittlung der Grenzen der einseitig abgegrenzten Vertrauensbereiche wird analog vorge¬ 
gangen, es werden a/1 durch a und 1 - all durch 1 - a ersetzt. 


Vertrauensbereiche werden „kreuzweise“ bestimmt: 

An der Untergrenze /z un verwenden wir x-\ und den größeren Wert 1 - a (einseitig) 
bzw. 1 - a/1 (zweiseitig). 

An der Obergrenze /j. ob verwenden wir x und den kleineren Wert a (einseitig) bzw. a/1 
(zweiseitig). 


Achen Sie darauf, daß Sie immer die gesamte Information verwenden! 

Wenn n Einheiten geprüft und dabei insgesamt x Fehler gefunden wurden, so bestimmen wir zu¬ 
nächst mit x bzw. x -1 den Vertrauensbereich für /JL n Einheiten , die mittlere Anzahl der Fehler 
je n Einheiten. 
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Daraus bestimmen wir den Vertrauensbereich für fi ] Einheit , die mittlere Anzahl der Fehler je 1 Ein¬ 
heit. 




un, 1 Einheit 


^ un, n Einheiten 

n 


^ ob, 1 Einheit 




ob, n Einheiten 


n 


BEISPIELE 

1. Bei einer beherrschten Fertigung werden 5 Fehler auf einem Bogen Papier gefunden. 

Wie groß ist, auf dem Vertrauensniveau 95 %, der Vertrauensbereich für den Mittelwert \i, 
der Verteilung der Anzahl der Fehler pro Bogen in der Tagesproduktion? 


Lösung: 

Es liegt eine Poisson-Verteilung vor. 

Schätzwert für die mittlere Anzahl von Fehlern je Bogen Papier: jl = 5 

Wegen der zweiseitigen Fragestellung berechnen wir den zweiseitig abgegrenzten Ver¬ 
trauensbereich für fi. 

Grafische Lösung mit Hilfe des Thorndike-Nomogramms: 



Wir können den Vertrauensbereich der Poisson-Verteilung auch mit den den FZT, Seite 41, 
entnommenen Formeln berechnen: 


1 2 1 2 

zweiseitig: ^ ß olx „ = j *nx+\y. 1-/2 

1 2 1 2 

einseitig: ß mKn = ^ x 2x , a M oben = j * 2( , + i); 1 -« 
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Mit MATHEMATICA erhalten wir: 


Needs["Statistics'Master'"] 
myuntzweis[x_,alpha_] : = 

0.5 Quantile[ChiSquareDistribution[2 
myobzweis[x_,alpha_] : = 

0.5 Quantile[ChiSquareDistribution[2 
myunteins[x_,alpha_] : = 

0.5 Quantile[ChiSquareDistribution[2 
myobeins[x_,alpha_] : = 

0.5 Quantile[ChiSquareDistribution[2 
myuntzweis[5,0.05] 
myobzweis[5,0.05] 
myunteins[5,0.05] 
myobeins[5,0.05] 


x],alpha/2] 
(x + 1)],1 - 
x],alpha] 

(x + 1)],1 - 


alpha/2] 


alpha] 

I. 62349 

II. 6683 
1.97015 
10.5130 


2. Von einer Tagesproduktion werden 5 lackierte Bleche geprüft, dabei wird insgesamt eine 
Lackblase gefunden. 

Wie groß ist die mittlere Anzahl von Lackfehlem pro Blech dieser Tagesproduktion höch¬ 
stens, wenn wir a - 5 % annehmen? 

Lösung: 

Es liegt eine Poisson-Verteilung vor. 

Schätzwert für die mittlere Anzahl von Fehlern je Blech: ji = i 


Wegen der einseitigen Fragestellung (höchstens!) berechnen wir den einseitig nach oben 
abgegrenzten Vertrauensbereich für f.i . 

5 Bleche: x = l (1 - a) eins = 0,95 

Aus der Tabelle, FZT Seite 41, lesen wir ab: fi 4,74 

Für 1 Blech gilt dann: n 4,74/5 = 0,948 

Die mittlere Anzahl von Lackblasen beträgt höchstens 0,95 Lackblasen/Blech . 


AUFGABEN 

5.10 Ermitteln Sie mit Hilfe einer Tabelle den 

(1) zweiseitig (2) einseitig nach oben (3) einseitig nach unten 

abgegrenzten 95%-Vertrauensbereich von /z für: a);c = 2 b);c = 4 c);t = 8 

5.11 Angaben wie in 5.10 a). Lösen Sie die Aufgaben mit Hilfe des Thomdike-Nomogramms. 

5.12 Bei der Herstellung von isoliertem Draht werden 3 Isolationsfehler je Spule gefunden. 

Mit wie vielen Fehlem müssen Sie, mit a = 5 %, durchschnittlich bei der Tagesproduktion 
rechnen? 

5.13 Es werden 5 lackierte Bleche einer Tagesproduktion geprüft und dabei kein Lackfehler gefun¬ 
den. Wie groß ist bei a = 1 % die mittlere Anzahl von Lackfehlem pro Blechtafel? 






6. Statistische Tests 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie statistische Tests durchführen können für: 

■ die Anzahl von Fehlem je Einheit; 

■ die Lage von Meßwerten; 

■ das Streuverhalten von Meßwerten;%o 

■ das Übereinstimmen einer gegebenen Verteilung mit einer bekannten Wahrscheinlichkeitsverteilung. 

Ferner werden Sie die Vertrauensbereiche für den Regressionskoeffizienten und die Fehlervarianz bei der 
linearen Regression ermitteln können. 


In diesem Buch können nur wenige Tests besprochen werden. An vielen Höheren Technischen Lehr¬ 
anstalten gibt es Freigegenstände über „Statistische Methoden des Qualitätsmanagements“, in denen 
das Wissen der Schüler wesentlich erweitert wird. 

Wir haben uns im letzten Abschnitt mit Zufallsstreubereichen und Vertrauensbereichen von Zähl¬ 
ergebnissen beschäftigt und werden daher mit einem Test aus diesem Gebiet fortsetzen. 


6.1 / 2 -Test für die Anzahl von Fehlern je Einheit 

Der ^ 2 -Test wird zum Vergleich der Anzahl von Fehlern je Prüfeinheit in zwei oder mehreren Stich¬ 
proben verwendet. 

Der £ 2 -Test ist ein Näherungs verfahren. 

Die Voraussetzung für die Gültigkeit der Näherung ist vor Testbeginn zu überprüfen. 

Der^ 2 -Test für die Anzahl von Fehlern je Einheit wird unabhängig von der Fragestellung immer ein¬ 
seitig durchgeführt. 

Gegeben: Stichprobe A: n A Einheiten geprüft, dabei x A Fehler gefunden 

Stichprobe B: n B Einheiten geprüft, dabei x B Fehler gefunden 

Stichprobe C: n c Einheiten geprüft, dabei x c Fehler gefunden usw. 

Frage: 

Besteht ein signifikanter Unterschied zwischen den mittleren Anzahlen von Fehlem je Einheit? 


7. Schritt: Wir stellen eine Nullhypothese auf: 

H 0 ; B-a •••) 

2. Schritt: Wir wählen eine dem Problem entsprechende Irrtumswahrscheinlichkeit a. 

3. Schritt: Berechnung der Prüfgröße. 

3.1 Wir schreiben die Angabe in folgender Form auf: 



Prüfeinheit 

Beobachtet: 
Anzahl der Fehler 

Stichprobe A: 

n A Einheiten 

X A 

Stichprobe B: 

n ß Einheiten 

X B 

Stichprobe C: 

n c Einheiten 
usw. 

x c 
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3.2 Wir berechnen den Schätzwert für p: 

2 >, 


—— Merkregel: u ■ 

ln, 


alle gefundenen Fehler 
alle geprüften Einheiten 


3.3 Wir berechnen die „zu erwartenden“ Anzahlen x, von Fehlem für die einzelnen Stich¬ 


proben: 


Stichprobe A: 
Stichprobe B: 
Stichprobe C: 


--n t -p 


Prüfeinheit 

n A Einheiten 
n ß Einheiten 


Beobachtet: 


Erwartet: 


Anzahl der Fehler Anzahl der Fehler 


A4, th 


3.4 Wir berechnen: 

2 (**-**(*) 2 


(*n 


C prüf 


A, th 


Merkregel: x prUf = I 


{beobachtet - erwartet) 


erwartet 

Dabei müssen wir für jede Stichprobe einen Summanden berechnen. 

4. Schritt: Überprüfung der Voraussetzung: 


Alle „zu erwartenden“ Werte müssen mindestens 1 sein. 

Höchstens ein Fünftel der „zu erwartenden“ Werte darf kleiner als 5 sein. 
Nur unter diesen Voraussetzungen ist der^ 2 -Test zulässig. 


5. Schritt: Bestimmung des Tabellen wertes: 

2 2 
% tab ~ % fi 1-or 

mit /= Anzahl der zu vergleichenden Stichproben - 1 

Beachten Sie: Unabhängig von der Fragestellung müssen wir immer den „einseitigen 
Tabellen wert“ %\\_ a verwenden. 

6. Schritt: Vergleich der Prüfgröße x\ rü f mit dem Tabellenwert. 

7. Schritt: Interpretation: 

Wenn X 2 prü f ^ % 2 ta b wir ^ n ^ c ^ lt verwor fen. 

Der Unterschied zwischen den mittleren Anzahlen von Fehlern ist nicht signifikant, d. h. 
nicht statistisch nachweisbar. 

Wenn X 2 prü f > X]ab g ilt: H o wird verworfen. 

Der Unterschied zwischen den mittleren Anzahlen der Fehler ist signifikant, d. h. stati¬ 
stisch nachweisbar. 


x. (h ist der Erwartungswert für X-, unter der Voraussetzung, daß die Nullhypothese gilt. 
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^ Achtung beim Vergleich von mehr als zwei Stichproben! 

Wenn die Nullhypothese verworfen wird, dann ist die Streuung der einzelnen Anzahlen von Fehlern 
in den Stichproben überzufällig groß. 

Daher schließt man, daß die p -Werte der einzelnen Grundgesamtheiten nicht gleich groß sind. 

Es kann aber keine Aussage über einen einzelnen p -Wert im Vergleich zu anderen p -Werten ge¬ 
troffen werden. 

BEISPIEL 

Bei der Maschine 1 traten während einer Einsatzzeit von 250 Stunden 30 Fehler auf, bei der 
Maschine 2 während einer Einsatzzeit von 300 Stunden 15 Fehler. 

Arbeitet die Maschine 2 zuverlässiger? 


Lösung: 

Stichprobe 1: n x = 250 Stunden x x = 30 Fehler 
Stichprobe 2: n 2 = 300 Stunden x 2 = 15 Fehler 


7. Schritt: Die Nullhypothese lautet: H () : p x =p 2 

2. Schritt: Weil keine Irrtumswahrscheinlichkeit a vorgegeben ist, wählen wir a- 5 %, a = 1 % 
und a - 0,1 %. 


3. Schritt: Wir berechnen die Prüfgröße: 

Ä alle gefundenen Fehler 
^ alle geprüften Einheiten 


30 + 15 
250 + 300 


= 0,082 


Stichprobe 1 250 Std. 

Stichprobe 2 300 Std. 


beobachtet erwartet 

Xj n^p 

30 250 • 0,082 = 20,45 

15 300 • 0,082 = 24,55 


y 2 

x prüf 


{beobachtet — erwartety 


Y 2 

** prüf 


(30 - 20,45; (15-24,55)“ 


20,45 


24,55 


8,17 


4. Schritt: Überprüfung der Voraussetzung: 

Beide „zu erwartenden“ Werte (^ th = 20,45, x ß th = 24,55) sind s* 5. 
Daher ist die Voraussetzung für den / 2 -Test erfüllt. 


jl ist der beste Schätzwert für p. 
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5. Schritt: X 2 mb 


1 - a 

% tab 

% prüf 

95 % 

3,841 


99% 

6,635 

8,17 

99,9 % 

10,828 



6. Schritt: % 2 prU f liegt zwischen dem Tabellenwert für a = 1 % und dem für a = 0,1 %. 

7. Schritt: Interpretation: 

Der Unterschied zwischen n x und ii 2 ist signifikant, d. h. statistisch nachweisbar. 

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit zwischen 1 % und 0,1 % können wir sagen, daß die 

2. Maschine im Mittel tatsächlich weniger Fehler macht. 


AUFGABEN 

6.01 Es besteht der Verdacht, daß zwei Webstühle zu unterschiedlichen Anzahlen von Webfehlern 
führen. 

Daher wurden von jedem Webstuhl 5 Ballen Stoff geprüft und die Ergebnisse verglichen. 

Webstuhl A Webstuhl B 

Anzahl der Fehler Anzahl der Fehler 

1. Ballen 2 0 

2. Ballen 1 1 

3. Ballen 2 2 

4. Ballen 2 1 

5. Ballen 3 0 

Wird der Verdacht durch dieses Prüfergebnis bestätigt, d. h. besteht zwischen den beiden 
Webstühlen hinsichtlich der mittleren Anzahl von Fehlem ein signifikanter Unterschied? 
(a = 1 %). 

6.02 Die Qualität von 3 gleich großen Chargen von bestimmten Gußteilen soll verglichen werden, 
dazu wurden gleich viele Gußteile jeder Charge geprüft: 

Bei der 1. Charge fand man 16 Risse, 
bei der 2. Charge fand man 9 Risse und 
bei der 3. Charge fand man 21 Risse 
in der jeweiligen Stichprobe. 

Haben die 3 Chargen die gleiche mittlere Anzahl von Rissen? {a = 5 %) 

6.03 Zusatzfrage zu 6.02 

Ist der Unterschied zwischen der 2. und 3. Charge signifikant (a = 5 %)? 


Sir Ronald Aylmer Fisher (1890-1962) 

ist einer der Schöpfer der modernen mathematischen Statistik. Von ihm stammen mehrere grundlegende Bücher 
und über 300 Veröffentlichungen. 

Fisher fand die nach ihm benannte F- Verteilung, die Verteilung des Regressions- und des Korrelationskoeffizien¬ 
ten. Die immer mehr an Wert gewinnende Versuchsplanung geht ebenfalls auf ihn zurück. 

Die Hauptanwendungsgebiete seiner Forschungen sind die Biologie und die Medizin. 
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6.2 Test für die Lage von Meßwerten 
(Grundgesamtheit - Sollwert) 

Gegeben: Grundgesamtheit A: a A 
Grundgesamtheit B: fi B 

Weil wir n A nicht kennen, entnehmen wir aus A eine Stichprobe vom Umfang n und 
ermitteln x A als Schätzwert von //. 


Frage: 

Besteht ein signifikanter Unterschied zwischen den Mittelwerten ji A und /j. b zweier normal¬ 
verteilter Grundgesamtheiten A und Z?? 


Wir führen den Test schrittweise durch: 


1. Schritt: Wir entscheiden, ob eine einseitige oder zweiseitige Fragestellung vorliegt. 

2. Schritt: Wir stellen eine Nullhypothese auf: 

Zweiseitige Fragestellung: H 0 : H\=ß 2 
Einseitige Fragestellung: H Q : ^ ^ /z 2 
oder H 0 : n x ^H 2 

3. Schritt: Wir wählen eine dem Problem entsprechende Irrtumswahrscheinlichkeit a. 

In Band 3 (Seite 293-297) haben wir mit dem direkten Schluß fortgesetzt. 

Wir haben den Zufallsstreubereich für x (unter der Verwendung von a A ) ermittelt und dann über¬ 
prüft, ob x A in diesem Bereich liegt. 

Nun lösen wir das Problem mit indirektem Schluß. 


4. Schritt: Bestimmung des Vertrauensbereichs für fi A : 

Wir bestimmen den zweiseitig oder einseitig abgegrenzten Vertrauensbereich für n A 
bei bekannter Standardabweichung o A . 


5. Schritt: Vergleich von ji B mit dem Vertrauensbereich für n A . 


6. Schritt: Interpretation: 


H 0 : ß A =ß B 
Pa * 

H 0 : 


zweiseitig 

wird nicht verworfen, wenn /ll b im einseitig nach unten 

einseitig nach oben 


abgegrenzten 


(1 — a)-Vertrauensbereich für fi A liegt. 


H(> : 

VB Qi a ): 




^A un ^A ot 

H 


un, eins 


ß A > n B wird nicht 
| verworfen 

^Aob, eins 

H 
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Für H q : ii A — fi B bedeutet dies: 

Der Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten ist nicht signifikant, d. h. statistisch 
nicht nachweisbar. 

Wenn /ll b nicht im Vertrauensbereich für n A liegt: H 0 wird verworfen. 

Der Unterschied zwischen den beiden Mittelwerten ist signifikant, d. h. statistisch nach¬ 
weisbar. 


BEISPIEL 

Bisher betrug die mittlere Reißfestigkeit einer bestimmten Type von Drähten 248 N/mm 2 . 

Nach verschiedenen Verbesserungsmaßnahmen wurden aus der Fertigung 50 Drähte geprüft. Dabei 
ergab sich eine mittlere Reißfestigkeit von 248,8 N/mm 2 . 

Haben die Verbesserungsmaßnahmen zu einer größeren Reißfestigkeit geführt? (a = 5 %) 

Man nimmt an, daß die Standardabweichung durch die Maßnahmen unverändert ist und nach wie vor 
etwa 2 N/mm 2 beträgt. 

Lösung: 

Grundgesamtheit A : a A = 2 N/mm 2 

daraus Stichprobe mit n A = 50 Meßwerten mit dem Mittelwert x A = 248,8 N/mm 2 . 
Grundgesamtheit B : = 248 N/mm 2 

1. Schritt: Die Fragestellung ist einseitig. 

2. Schritt: Die Nullhypothese lautet: H 0 : /i A ji ß 

Wir vermuten, daß \i A > n B ist. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir vorerst das Gegenteil, also fi A n B an, und zeigen, 
daß diese Annahme zu einem Widerspruch führt. 

Wir arbeiten also mit der Hypothese H () : /ll a /i ß 

Wenn nun H 0 verworfen wird, dann ist statistisch nachgewiesen, daß n A > fi B gilt. 

3. Schritt: a —5 % 

4. Schritt: Wir bestimmen den einseitig nach unten abgegrenzten Vertrauensbereich für /ll a , wobei 

o A bekannt ist. 

f*A*l*m mit ^un = X A~ U t-a' 71= 

l n A 

Aus FZT, Seite 42, lesen wir ab: M i _ « = u o 95 = 1 >645 

2 

Wir erhalten: ^ un = 248,8 - 1,645 • —=- = 248,33 

ho 

Der einseitig nach unten abgegrenzte 95 %- Vertrauensbereich für n A lautet: 
li A 248,33 N/mm 2 

5. Schritt: ji ß = 248 N/mm 2 liegt nicht im 95%-Vertrauensbereich von fi A . 
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6. Schritt : Interpretation 

Die Nullhypothese H () : ß A n B wird verworfen. 

Die Vergrößerung der mittleren Reißfestigkeit ist statistisch nachgewiesen, d. h. signifi¬ 
kant. 

Wir können davon ausgehen, daß die Verbesserungsmaßnahmen zielführend waren. 


AUFGABEN 
6.04 Gegeben sind: 



H 


U A 

*A 

a 

a) 

50 

0,5 

20 

49,1 

5% 

b) 

12,42 

0,05 

32 

12,43 

1 % 

c) 

182 

1,2 

50 

183 

5 % 


Testen Sie jeweils mit indirektem Schluß die Nullhypothese H Q : jj. a = fi B 

6.05 Angaben wie in 6.04; cr^ wird im Text durch s A ersetzt und a = 10 %. 

Anleitung: 

Der Vertrauensbereich für den Mittelwert ji bei unbekanntem er lautet: ... 

6.06 Die Standardabweichung einer Abfüllanlage ist nahezu unabhängig von der eingestellten 
Abfüllmenge und beträgt 0,2 g. 

Mit Hilfe einer Stichprobe von 20 Packungen soll geprüft werden, ob die Anlage auf einen 
Mittelwert von 500 g eingestellt ist. Bei der Stichprobe ergaben sich folgende Meßwerte: 

499,62 499,75 500,42 499,70 499,68 500,30 500,17 499,63 500,01 499,74 

499,80 499,73 500,02 499,54 499,99 499,95 499,72 499,68 499,63 500,08 

Ist die Maschine richtig eingestellt? 

6.3 Einfache Varianzanalyse 

Die Varianzanalyse 1 ist ein statistischer Test bezüglich des Mittelwerts von zwei oder mehreren 
Stichproben aus normalverteilten Grundgesamtheiten. 

Die Varianzanalyse (Varianzzerlegung, Streuungszerlegung) wurde etwa um 1920 von Ronald 
Aylmer Fisher für biologische Probleme entwickelt. Sie wird heute in allen Naturwissenschaften, 
der Technik, der Wirtschaft und in den Sozialwissenschaften angewendet. 

Wir beschränken uns auf die einfache Varianzanalyse, die nur die Auswirkung eines Einflusses, 
z. B. bei der Fertigung auf verschiedenen Maschinen, untersucht. 

BEISPIEL 

Wir wollen die Grundidee anhand einer kurzen Laborübung aufzeigen. 

1. Wir erzeugen eine normalverteilte Grundgesamtheit [/z = 100; a = 5] vom Umfang 
n = 5000 mittels normal verteilter Zufallszahlen und berechnen x und v = s 2 . 


ANALYSIS OF VARIANCE (ANOVA) 
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MATHEMATICA 

nv = NormalDistribution[100,5]; 
z = Table[Random[nv],{5000}] ; 

Mean[z] 99.9042 

Variance[z] 25.9239 


2. Wir entnehmen dieser Grundgesamtheit k = 5 Stichproben, jeweils vom Umfang « = 100 
und berechnen x t und v (x { ). 

3. Wir berechnen den Mittelwert und die Varianz der Mittelwerte: 

k k / \ 2 

x*,. z UH 

* = v (*,-) = * 7 *,) = ' = \_i — 

v (i) ist die Varianz zwischen den Stichproben. 


4. Wir berechnen die mittlere Varianz der Stichproben: 

k 

I«! 

7 , _ 1 = 1 


ü ist die Varianz innerhalb der Stichproben. 

5. Wir berechnen einen Prüf wert: 

n ■ v (je.) 

F ... = - 

Wir erhalten folgende Werte: 

x = 99,90 und ?; = 25,92 

Je. = {99,83 99,60 99,89 100,18 99,13} 

v. = {27,12 20,54 32,19 27,97 17,81} 

x = 99,72 17^=0,1543 ö =25,13 F prüf = 0,61 

6. Wir entnehmen aus fünf Grundgesamtheiten je eine Stichprobe und führen die obigen Berechnun¬ 
gen durch. Wir simulieren mit Needs [ "Statistics'Master' " ] 

MATHEMATICA 

zl = Table[Random[NormalDistribution[100,5]],(i,100}]; 
ml = Mean[zl]; vl = Variance[zl] ; 

Nun führen wir diese Rechenoperationen mit z 2 : V[95; 5] z 3 : N[ 93; 6] z 4 : N[ 102; 7] 

z 5 : N [96; 4] durch. Wir erhalten: 


Statt v (jc z -) schreibt man auch v -. 
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x t ={100,02 96,50 92,86 102,30 96,50} 
v t ={32,73 25,07 42,43 47,62 18,18} 

x = 97,64 v (x t ) =13,1 ü = 33,21 F prüf =39,65 

Wir vergleichen die Ergebnisse: 

Mittelwerte: *=* gleich (^ungleich weicht etwas ab. 

Varianz der Mittelwerte: v (*,) gleich und v (x ; .) ungleich weichen stark voneinander ab. 
Mittelwerte der Varianzen: ü gleich weicht etwas von ü ungleich ab. 

Vergleichswerte: ( F prilf ) glci<:h weicht stark von (F prUf ) mghkil ab. 

Wenn Stichproben aus verschiedenen Grundgesamtheiten gezogen werden, dann ist die 
Varianz der Mittelwerte und damit die Prüfgröße F prü f viel größer als die entsprechenden 
Werte bei Stichproben gleichen Umfangs, die einer Grundgesamtheit entnommen werden. 

Die wissenschaftliche Großtat von R. A. Fisher besteht im Finden der Gesetzmäßigkeit dieser 
Abweichungen. Er schuf, auf ähnlichen Überlegungen bauend, die Varianzanalyse. 

Durchführung des Tests .. 1 

Es werden k Stichproben {k > 2) vom gleichen Umfang n aus normalverteilten Grund¬ 
gesamtheiten gezogen. 

Von jeder Stichprobe werden Je. und v (x t ) berechnet. 

1. Schritt: Aufstellen der Nullhypothese 

H o : th=th. = •••/*,•=•••/»* 

2. Schritt: Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit a. 

3. Schritt: Berechnung der Prüfgröße k 

I i, 

3.1 Mittelwert der Mittelwerte: x = l —^— 

l{x-x) 2 

3.2 Varianz der Mittelwerte: v (jc.) = --—-- 

k 

I», 

3.3 Mittelwert der Varianzen: v = -— 7 — 

k 

n ■ v (x t ) 

3.4 Prüfgröße: F präf = -=- 

4. Schritt: Ermittlung des Tabellenwerts 

F tab = Ff f 2 - \- a f\ = ^ ~ ^ * Anzahl der Stichproben - 1 


Dieser Test ist meistens anders formuliert, es werden statt der Varianzen die Quadratsummen verwendet. 
Unsere Formulierung wurde so gewählt, weil der Schüler einen Taschenrechner besitzt, der mit einer Eingabe 
der Daten sowohl jc als auch v liefert. 
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und f 2 = k(n- 1) ... Anzahl aller Meßwerte - Anzahl der Stichproben. 

Beachten Sie: 

Wir rechnen immer mit einseitigen Tabellenwerten. 

5. Schritt: Vergleich der Prüfgröße F prü j mit dem Tabellenwert F lab- 

6. Schritt: Interpretation 

Wenn F prü j ^ F tab gilt: H 0 wird nicht verworfen. 

Der Unterschied zwischen den Mittelwerten ist nicht signifikant, d. h. statistisch nicht 
nachweisbar. 

Wenn F tab gilt- H 0 wird verworfen. 

Der Unterschied zwischen den Mittelwerten ist signifikant, d. h. statistisch nachweisbar. 

^ Beachten Sie: Der Test sagt nicht aus, welcher der Mittelwerte für den signifikanten Unterschied 
verantwortlich ist. 


BEISPIEL 

Wir haben festgestellt, daß die Werte R m der Bruchfestigkeit von Drahtseilen normalverteilt sind. 
Die Seile werden von vier Maschinen gefertigt. 

Zur Untersuchung der R m -Werte wurde aus jeder dieser Produktionen eine Stichprobe von 8 Seilen 
entnommen und die Meßwerte (in N/mm 2 ) in einen Versuchsplan eingetragen. 


i 

Bruchfestigkeit von Drahtseilen: 


in N/mm 2 

1 

1930 

1950 

1930 

1940 

1960 

I960 

1940 

1970 

2 

1910 

1920 

1920 

1930 

1920 

1930 

1940 

1930 

3 

1880 

1890 

1900 

1870 

1880 

1880 

1900 

1890 

4 

1930 

1930 

1920 

1940 

1940 

1920 

1940 

1920 


Es soll getestet werden, ob die Unterschiede der /? ?; -Werte durch die Fertigung auf verschiedenen 
Maschinen hervorgerufen werden oder ob sie zufallsbedingt sind. 


Wir können aufgrund früherer Messungen voraussetzen, daß alle vier Produktionen normalverteilt 
sind und dieselbe (uns nicht bekannte) Varianz er 2 besitzen. 


Wir wollen prüfen, ob die Mittelwerte unserer R -Werte ebenfalls übereinstimmen. 
Diese Prüfung führen wir mittels „Varianzanalyse“ durch. 

1. Schritt: Unsere Nullhypothese: H () : ^ = /z 2 = /j. 3 = /r 4 

2. Schritt: a = 5 % 

3. Schritt: Zeilenmittelwerte: 1947,5 1925 1886,25 1930 

Zeilenvarianzen: 221,4 85,7_ 112,5 85,7 

Mittlere Varianz der Stichproben: s 2 (jc) = 126,3 
Mittelwert der Zeilenmittelwerte: x = 1922,2 
Varianz der Mittelwerte: s 2 (x) = 667,1 

Prüfgröße: F ,= 42 
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4. Schritt: In der F-Tabelle für einseitige obere Schwellenwerte mit G = 1 - a = 0,95 finden wir 

den Tabellenwert: F tab = F 3 2g . 0 95 = 2,95 

5. Schritt: Der Vergleich ergibt: F prü f §> 

6. Schritt: Unsere Interpretation lautet: 

Die Nullhypothese H 0 : ji A = /li 2 = ji 3 = fi 4 wird verworfen! 

Es besteht ein signifikanter Unterschied zwischen den R -Werten der vier Fertigungslose. 


AUFGABEN 


Gegeben sind Werte von Stichproben, die aus normalverteilten Grundgesamtheiten mit gleicher 
unbekannter Varianz gezogen wurden. 

Mit einer einfachen Varianzanalyse soll getestet werden, ob die Unterschiede der Meßwerte bei 
a = 0,05 signifikant sind. 


3 

1 

4 

2 

6.08 

6 

3 

4 

5 

4 

3 

2 

2 

3 

5 


5 

4 

3 

5 

1 

2 

4 

6 

7 

6 


1 

1 

2 

2 

0 

2 






2 

3 

0 

2 

1 

3 


720 

700 

710 

710 

720 

6.10 85 

90 

90 

100 

95 

95 

700 

690 

720 

700 

710 

85 

80 

85 

90 

95 

90 

730 

700 

710 

710 

700 

95 

85 

80 

90 

85 

90 

710 

690 

720 

710 

710 

90 

95 

80 

85 

90 

85 






85 

90 

90 

85 

90 

90 


6.11 3 14 2 

2 2 3 5 

4 3 7 2 


6.4 Test für das Streuverhalten von Meßwerten 
(Grundgesamtheit - Sollwert) 


Gegeben: Grundgesamtheit A : 

Grundgesamtheit B: c B 

Weil wir o A nicht kennen, entnehmen wir A eine Stichprobe vom Umfang n A und 
ermitteln s A als Schätzwert von o A . 


Frage: 


Besteht ein signifikanter Unterschied zwischen den Standardabweichungen a A und cr ß 
zweier normalverteilter Grundgesamtheiten A und Bl 


Wir führen den Test schrittweise durch. 
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1. Schritt: Wir müssen entscheiden, ob einseitige oder zweiseitige Fragestellung vorliegt. 

2. Schritt: Wir stellen die Nullhypothese auf: 

Zweiseitige Fragestellung: H 0 : a 1 = a 2 
Einseitige Fragestellung: H 0 : <r 1 ^ o 2 
oder H 0 : g x ^ o 2 

3. Schritt: Wir wählen eine dem Problem entsprechende Irrtumswahrscheinlichkeit a. 

Wir können mit Hilfe des direkten Schlusses, mit Hilfe des indirekten Schlusses oder mit dem 
£ 2 -Test fortsetzen. 

Alle drei Methoden sind prinzipiell gleichwertig und liefern das gleiche Ergebnis. 

Mit den in den Funktionen- und Zahlentafeln befindlichen Tabellen sind jedoch die ersten beiden 
Methoden wesentlich einfacher durchzuführen. 


Lösung mit direktem Schluß 

4. Schritt: Wir ermitteln den 

(1 - a)-Zufallsstreubereich für s ß 

O B CT B 

Zweiseitig abgegrenzt: - ss s ß =s - 

* oben * unten 

G B 

Einseitig nach oben abgegrenzt: s ß - 

* unten, einseitig 

° B 

Einseitig nach unten abgegrenzt: s ß ^ - 

* oben, einseitig 

Zur Ermittlung der k- Werte verwenden wir den Stichprobenumfang n A . 

5. Schritt: Wir stellen fest, ob s A im Zufallsstreubereich für s ß liegt. 

6. Schritt: Interpretation 

Wenn im (1 - a)-Zufallsstreubereich für s ß liegt: H 0 wird nicht verworfen. 

Der Unterschied zwischen den beiden Standardabweichungen ist nicht signifikant, d. h. 
nicht statistisch nachweisbar. 

Wenn s A nicht im (1 - a)-Zufallsstreubereich für s ß liegt: H 0 wird verworfen. 

Der Unterschied zwischen den beiden Standardabweichungen ist signifikant, d. h. stati¬ 
stisch nachweisbar. 

Die Werte für K un , K ob entnehmen wir der ^-Tabelle (FZT, Seite 46). 

Lösung mit indirektem Schluß 

4. Schritt: Wir bestimmen den 


(1 - a )-Vertrauensbereich für a A 
Zweiseitig abgegrenzt: « a A « /r oben • 

Einseitig nach oben abgegrenzt: ct a *= K oben einseitig • s A 

Einseitig nach unten abgegrenzt: < 7 , s r unte „ elnse|lig • s A 
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5. Schritt: Wir stellen fest, ob o B im (1 - a)-Vertrauensbereich für o A liegt. 

6. Schritt: Interpretation 

Wenn g b im (1 - a)-Vertrauensbereich für o A liegt: H 0 wird nicht verworfen. 

Der Unterschied zwischen den beiden Standardabweichungen ist nicht signifikant, d. h. 
nicht statistisch nachweisbar. 

Wenn o B nicht im (1 - a)-Vertrauensbereich für o A liegt: H 0 wird verworfen. 

Der Unterschied zwischen den beiden Standardabweichungen ist signifikant, d. h. stati¬ 
stisch nachweisbar. 

Die Werte für k , K oh entnehmen wir der fc-Tabelle (FZT, Seite 46). 

Lösung mit ^ 2 -Test 

4. Schritt: Wir berechnen die 

Prüfgröße x 2 prIif 

5. Schritt: Wir bestimmen den Tabellenwert: 

Zweiseitige Fragestellung: 

1-»/2 Wenn S A 

oder X 2 mb = X 2 fia/ 2 we ™ 

Einseitige Fragestellung: 

%\ab = Xf,i-a (bei Nullhypothese: a A o B ) 
oder X 2 tab = a (bei Nullhypothese: cr^ > c B ) 

6. Schritt: Wir vergleichen die Prüfgröße % 2 prü f mit dem Tabellen wert % 2 tab . 

7. Schritt: Interpretation 

Wenn die Prüfgröße zwischen unterem und oberem Tabellenwert liegt, dann wird 
H 0 nicht verworfen. 

Andernfalls wird H 0 verworfen. 




gilt 

gilt 


BEISPIEL 

Für die Gammenge einer bestimmten Type von Spulen sind Toleranzgrenzen von (2000 ± 5) g vor¬ 
gegeben. 

Die Standardabweichung der Abspuleinrichtung soll höchstens V 8 der Toleranz, also höchstens 
1,25 g betragen. 

Bei der Prüfung von 50 Spulen ergab sich ein Mittelwert von 2000,2 g und eine Standardabweichung 
von 1,52 g. 

Ist die Standardabweichung der Abspuleinrichtung größer als 1,25 g? 

Lösung: 

Stichprobe A: «^ = 50 Meßwerte mit s A = 1,52 g 

Grundgesamtheit B: g b = 1,25 g 
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1. Schritt: Die Fragestellung ist einseitig. 

2. Schritt: Die Nullhypothese lautet: H 0 : o A o ß = 1,25 mm 

3. Schritt: Wir wählen: a - 5 %, 1 % und 0,1 % 


Lösung mit dem Zufallsstreubereich von s ß 

4. Schritt: Wir bestimmen den einseitig nach oben abgegrenzten (1 - a)-Zufallsstreubereich für die 
Standardabweichung s ß für Stichproben des Umfangs n A = 50. 

°b 1,25 

ob mlt ■ s ob = K = ~K 

un un 

Die Werte für K m entnehmen wir der /c-Tabelle (FZT, Seite 46). 

Wir verwenden die Werte für n = n A = 50 und (1 - a ) einseitig. 


1 - a 

^un 



95% 

0,86 

1,453 


99% 

0,81 

1,543 

s A = 1,52 g* 

99,9 % 

0,76 

1,645 


5. Schritt: s A = 1,52 g liegt im 99%- und im 99,9%-Zufallsstreubereich, nicht aber im 95%-Zufalls- 
streubereich von s ß . 


99,9% - Zufallsstreubereich von s B 


99% 





95% 




1,453 

11,543 

1,645 


s A = 1,52 


6. Schritt: Interpretation 

Mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit zwischen 1 % und 5 % können wir sagen, daß die 
Standardabweichung der Abfüllanlage größer als 1,25 g ist. 


Lösung mit dem Vertrauensbereich von o A 


4. Schritt: 


Wir bestimmen den einseitig nach unten abgegrenzten (1 - a)-Vertrauensbereich für die 
Standardabweichung a A . 


un mit < T un = ^-' r un = 1 ' 52 

Die Werte für jc un entnehmen wir der ^--Tabelle (FZT, Seite 46). 

Wir verwenden die Werte für n = n A = 50 und (1 - a ) einseitig. 


1 - a 

^un 

^un 


95% 

0,86 

1,307 


99% 

0,81 

1,231 

<7 ß = 1,25 

99,9 % 

0,76 

1,155 


5. Schritt: o ß = 1,25 g liegt im 99%- und im 99,9%-Vertrauensbereich für <j a , nicht aber im 95%- 
Vertrauensbereich. 
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99,9% - Zufallsstreubereich von a A 
99% 


69 


95% 

1,155 1,2311 1,307 

a B =1,25 

6. Schritt: Interpretation wie auf Seite 68. 


Lösung mit dem ^ -Test 

4. Schritt: Wir berechnen die Prüfgröße: 


( n A -1)s A 49. 1)5 2 2 


c prüf 


1,25 2 


72,45 


5. Schritt: Wir bestimmen den Tabellenwert. 

Weil die Nullhypothese s A s B lautet, gilt: 
X 2 ,ab = x) : mit f=n A - 1=49 


1 = « 

% tab 


95% 

99% 

66,34 

74,92 

xU = 12 ' 45 

99,9 % 

85,35 


6. Schritt: X 2 pr uf ~ 72,45 liegt zwischen dem Tabellenwert für 95 % und dem für 99 %. 


7. Schritt: Interpretation wie oben. 


AUFGABEN 

6.12 Besteht bei H () : o A ^ o B und « = 0,05 ein signifikanter Unterschied zwischen den 
Standardabweichungen zweier normalverteilter Grundgesamtheiten? 

a) n A = 32 5 A = 4,32 a B = 5,00 b)n A = 50 s A = 13,0 d ß = ll,0 


6.5 Zeichnerischer Test für die Normalverteilung 

Auf Seite 45 der Funktionen- und Zahlentafeln finden Sie ein Wahrscheinlichkeitsnetz für die 
Normalverteilung. 

Mit diesem kann man optisch prüfen, ob eine Verteilung normalverteilt ist. Wenn dies zutrifft, kann 
man fi und a (näherungsweise) angeben. 

Zunächst interessiert uns, wie das Wahrscheinlichkeitsnetz aufgebaut ist. 















70 


6. Statistische Tests 


Wir kennen bereits den Zusammenhang: 
G(x\n,o 2 ) = G ( 0; 1 "] 


_ , X-/LL , XU 

Durch u = -, also durch u =-, 

er <7 <7 

wird im x, «-Koordinatensystem eine Gerade 
dargestellt, die 

a) durch den Punkt (jll | 0) geht, 

b) die Steigung l/<7 besitzt. 

Wir machen nun die «-Achse zu einer Funktionsleiter der Verteilungsfunktion der standardisierten 
Normalverteilung: Wir beschriften die Skala von « mit den zugehörigen Werten von G («). 




G(w) 

M 

0,50 

0 

0,90 

1,28 

0,99 

2,33 

0,10 

-1,28 

0,01 

-2,23 


^ Beachten Sie: Die eingezeichnete Gerade entspricht der S-förmigen Summenkurve der 
N (u, <r 2 )-Verteilung. 


Dem Verschieben der Glockenkurve (Veränderung von jj) entspricht das Parallel verschieben der 
Geraden im Wahrscheinlichkeitsnetz. 

Je breiter die Glockenkurve ist (je größer o ist), desto flacher ist die Gerade der Verteilungsfunk¬ 
tion im Wahrscheinlichkeitsnetz. 


Mit dem Wahrscheinlichkeitsnetz können viele Beispiele, die wir rechnerisch mit Hilfe von Tabellen 
gelöst haben, auch zeichnerisch gelöst werden. 


BEISPIELE 

1. Für die Leistung von Kleinmotoren ist eine Toleranz von (500 ± 1) W vorgegeben. Der Mit¬ 
telwert einer Charge beträgt 500,3 W und die Standardabweichung 0,4 W. 

Wie groß ist der Anteil der Motoren, deren Leistung 

a) unterhalb der unteren Toleranzgrenze, 

b) oberhalb der oberen Toleranzgrenze, 

c) außerhalb der Toleranzgrenzen, 

d) innerhalb der Toleranzgrenzen 
liegt? 
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Lösung: 

1. Wir wählen den Maßstab auf der x-Achse: 0,2 W a 1 cm 

2. Wir tragen die Marken 500 für die Toleranzmitte sowie 499 und 501 für die Toleranz¬ 
grenzen ein. 

3. Wir markieren den Toleranzbereich durch zwei senkrechte Geraden. 

4 . n = 500,3 W entspricht G ( u ) = 50 % bzw. u = 0. 



5. Dem x-Wert n + a = 500,7 W entspricht m = 1. Wir könnten nun durch die Punkte 
(x = fi\u = 0) und (x = fi + o | u = 1) die Gerade der Verteilungsfunktion zeichnen. 

6. Um genau zeichnen zu können, tragen wir die Punkte (x = /x±3cr|« = ±3), in unserem 
Fall also (501,513), (499,11 - 3), ein. 

7. Durch diese beiden Punkte legen wir eine Gerade der Verteilungsfunktion 
(Kontrolle: (x = 500,31 u = 0) liegt auf dieser Geraden!). 

a) Um den Anteil der Meßwerte unterhalb der unteren Toleranzgrenze zu bestimmen, zeich¬ 
nen wir durch den Schnittpunkt der Geraden der Verteilungsfunktion mit der unteren Tole¬ 
ranzgrenze eine Waagrechte und lesen auf der G-Skala (links) ab: 

P (x ^ 499 W) = G (499 W) = 0,06 % 
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b) Um den Anteil der Meßwerte oberhalb der oberen Toleranzgrenze zu bestimmen, zeichnen 
wir durch den Schnittpunkt der Geraden der Verteilungsfunktion mit der oberen Toleranz¬ 
grenze eine Waagrechte und lesen auf der (1 - G)-Skala (rechts) ab: 

P (jc > 501 W) = 1 - G (501 W) = 4 % 

c) P (x 499 W oder x » 501 W) = 

PO * < 499 W) + P (x s* 501 W) = 0,06 % + 4 % = 4,06 % 

P (x 499 W oder x s* 501 W) = 4,06 % 

d) Den Anteil der Meßwerte innerhalb der Toleranzgrenzen bestimmen wir folgendermaßen: 
P (499 W ^ x ^ 501 W ) = G (501 W) - G (499 W) 

= 96 % - 0,06 % = 95,94 % « 96 % 

/> (499 W x 501 W) = 95,94 W 

Der Mittelwert /n ist größer als die Toleranzmitte. Daher ist der obere Fehleranteil relativ 
groß und der untere Fehleranteil vernachlässigbar klein. 


Wir können mit Hilfe des Wahrscheinlichkeitsnetzes Stichproben grafisch auswerten. 

Wir beschränken uns auf die grafische Auswertung von großen Stichproben (n > 50). 

1. Schritt: Die Stichprobe wird klassiert (Band 2, Abschnitt 14.4). 

2. Schritt: Die Werte H. werden als Näherungswerte für G (x) an der oberen Klassengrenze in 

das Netz eingetragen. 

3. Schritt: Wir legen die „beste Gerade“ durch unsere Punktfolge. 

4. Schritt: Wenn die Punkte nur unwesentlich von der Geraden abweichen, dann können wir 

annehmen, daß die Stichprobe einer normalverteilten Grundgesamtheit entnommen 
wurde. 

BEISPIEL 

2. Wir gehen von 125 Meßwerten der Masse (in g) von Achsen aus (Band 2, Seite 278, 
Beispiel 3). 

Die Klassierung ergab folgende Werte: 


j 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

X J 

14,8 

14,9 

15,0 

15,1 

15,2 

15,3 

15,4 

15,5 

15,6 

15,7 

15,8 

15,9 

16,0 

16,1 

16,2 

n J 

1 

2 

3 

5 

6 

10 

14 

16 

19 

17 

13 

6 

7 

5 

1 


Für die 1. Klasse gilt: 14,75 < x «s 14,85 
Für die 2. Klasse gilt: 14,85 < x ^ 14,95 usw. 

Wir tragen die Werte in das Netz ein (Seite 73). 

Wir können annehmen, daß unsere Stichprobe aus einer normal verteilten Grundgesamtheit 
mit /li~ 15,6 stammt. 
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0,05 

0,1 

0,5 

1 

2.5 
5 
10 

20 

30 

40 

50 

60 

70 

80 

90 

95 

97.5 

99 

99.5 

99,9 

99,95 


AUFGABEN 

6.13 Klassieren Sie die Daten. Prüfen Sie mit dem Wahrscheinlichkeitsnetz, ob eine Normalvertei¬ 
lung vorliegt. 

Geben Sie x und 5 an. 


a) 

83, 83, 81, 84, 

76, 

82, 83, 79 

, 82, 

83, 81, 81 

l, 77, 

82, 

84, 84, 81. 

, 79, 

84, 82, 


83, 82, 80, 77, 

82, 

77, 78, 82 

, 87, 

84, 85, 83, 83, 

82, 

80, 80, 79 

, 82, 

89, 85, 


85, 83, 82, 82, 

81, 

85, 87, 84 

, 81, 

84, 82, 86, 83, 

84, 

82, 84, 78 

, 84, 

77, 85 

b) 

284, 

284, 

277, 

287, 

261, 

283, 

283, 

271, 

283, 

285, 

279, 

278, 

265, 

281, 

287, 

287, 


279, 

271, 

289, 

282, 

285, 

282, 

276, 

264, 

282, 

265, 

267, 

281, 

299, 

286, 

292, 

285, 


284, 

280, 

273, 

274, 

272, 

283, 

304, 

292, 

292, 

285, 

280, 

283, 

277, 

290, 

299, 

287, 


279, 

286, 

281, 

294, 

286, 

289, 

282, 

287, 

269, 

289, 

263, 

292, 

289, 

290, 

291, 

297, 


288, 

289, 

288, 

297, 

284, 

291, 

277, 

291, 

281, 

282, 

277, 

277, 

273, 

280, 

284, 

285, 


261, 

293, 

297, 

292, 

285, 

275, 

265, 

265, 

282, 

288, 

291, 

290, 

268, 

299, 

263, 

282, 


276, 

265, 

289, 

298, 

288, 

285, 

297, 

290, 

274, 

292, 

286, 

279, 

284, 

278, 

293, 

280, 


287, 

277, 

285, 

270, 

281, 

270, 

294, 

291, 

283, 

267, 

282, 

275, 

274, 

288, 

276, 

259, 


276, 

288, 

280, 

292, 

295, 

253, 

286, 

287, 

270, 

284, 

288, 

272, 

277, 

279, 

272, 

273, 


268, 

285, 

272, 

300, 

282, 

287 
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6.6 £ 2 -Anpassungstest für beliebige Verteilungen 

Der % 2 -Anpassungstest dient zum Vergleich einer gegebenen Häufigkeitsverteilung mit einer 
beliebigen Wahrscheinlichkeitsverteilung. Er ist ein Näherungsverfahren. 

Vor Testbeginn muß die Voraussetzung des j 2 -Anpassungstests überprüft werden bzw. müssen - 
wenn möglich - die Testbedingungen so geändert werden, daß die Voraussetzung erfüllt ist. 

Exemplarisch wird nur der j 2 -Anpassungstest für die Normalverteilung gezeigt. 

Für andere Wahrscheinlichkeitsverteilungen erfolgt der j 2 -Test analog. 


^-Anpassungstest für die Normalverteilung 

Gegeben: n klassierte Meßwerte mit 
n A Einheiten in der 1. Klasse 
n 2 Einheiten in der 2. Klasse 

n k Einheiten in der k. Klasse 

1. Schritt: Aufstellen der Nullhypothese: 

H 0 : Die Meßwerte sind normalverteilt. 

2. Schritt: Wahl der Irrtumswahrscheinlichkeit a. 


3. Schritt: Berechnung der Prüfgröße und Überprüfung der Voraussetzung. 


Wir erstellen folgendes Schema: 


untere 

Klassen¬ 

grenze 

c i -i 

obere 

Klassen¬ 

grenze 

c j 

Klassen¬ 

mitte 

x j 

beobachtet: 

Häufigkeit 

n j 

c. — x 

U,= J— 
j s 

G(Uj) 

AG. 

erwartet 

n th.j 

c o 

c i 


n \ 

Mq M 1 

G (m 0 ) G (M t ) 

AG ] 

n th, 1 


C 2 

*2 

n 2 

U 2 

G(u 2 ) 

SG 2 

n th, 2 


C 3 


n 3 

U 3 

G(u 3 ) 

AG3 

H th, 3 


C k 

x k 

n k 

U k 

G(u k ) 

AG k 

n th,k 


3.1 Wir tragen die Werte von c j V Cj , Xj und Uj ein. 

3.2 Wir berechnen n = Hnj, x und s der Stichprobe. 

3.3 Wir standardisieren alle Klassengrenzen c 0 bis c k : 



3.4 Wir bestimmen mit Hilfe der Tabelle, FZT Seite 44, die Werte G (u) der Verteilungs¬ 
funktion. 


Grafisch im Wahrscheinlichkeitsnetz (mit Klassenobergrenzen arbeiten) oder mit Taschenrechner (mit Klassen¬ 
mitten arbeiten). 
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3.5 Wir berechnen die Differenzen: 

AG. = G(Uj) - G{uj_ x ) 

AG 1 = G (u A ) - G (m 0 ) 

AG 2 = G (m 2 ) - G («j) 

AG* = G(w*) - G(m^_ 1 ) 

5.6 Wir berechnen die „zu erwartenden“ Häufigkeiten: n th j = AGj-n 

3 .7 Überprüfung der Voraussetzung: 

Alle „zu erwartenden“ Häufigkeiten n th . müssen mindestens 1 sein. 
Höchstens ein Fünftel der Werte darf kleiner als 5 sein. 


3.8 


Ist diese Voraussetzung nicht erfüllt, so muß man - wenn möglich - benachbarte Klassen 
Zusammenlegen. 


___ , , _ . , {beobachtet — erwartet) 2 

Wir berechnen für iede Klasse: - 

erwartet 


( n. — n,, .) 2 

v j th,j> 


" th.j 


also 


(«!-", M > 2 ("rv/ 


th, 1 


u th, k 


3.9 Wir addieren diese Werte und erhalten so die Prüfgröße: 
{ueuuucruei — erwariei^ 

C prüf 


2 {beobachtet — erwartet) 

% prüf ~ ^ 


erwartet 

Dabei muß für jede der Klassen 1 ein Summand berechnet werden. 

4. Schritt: Bestimmung des Tabellenwerts: % 2 ta b = \-a 


f= Anzahl der Klassen - 3 


entnehmen wir der Tabelle. 


Wir bestimmen immer den einseitigen Tabellenwert Xf t \- a f = b~3 

5. Schritt: Vergleich der Prüfgröße X 2 prü f mit dem Tabellenwert % 2 tab - 

6. Schritt: Interpretation: Wenn X 2 prü f ^ X 2 ta b wird nicht verworfen. 


Die Abweichung der Häufigkeitsverteilung der Meßwerte von der Normal Verteilung ist 
nicht signifikant, d. h. nicht statistisch nachweisbar. 

Wir können nicht nachweisen, daß die Meßwerte nicht normalverteilt sind. 

Wenn X 2 prü f > X 2 tab S ilt: H o wird verworfen. 


Die Abweichung der Häufigkeitsverteilung der Meßwerte von der Normalverteilung ist 
signifikant, d. h. statistisch nachweisbar. 

Wir dürfen nicht annehmen, daß die Meßwerte normalverteilt sind. 


1 Nach der Zusammenlegung! 

2 Wir benützen x als Schätzwert für n und s als Schätzwert für er. Daher: f=k- \ - 2 = k-3 
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BEISPIEL 

Wir betrachten das Beispiel 2 von Seite 72. 

Unsere Nullhypothese lautet: H () : Die Werte sind normal verteilt. 
Wir wählen die Irrtumswahrscheinlichkeit a = 5 %. 


j 

Ü , oben 

*j 

n j 

u i 

G (up 

G (up — G(Uj_^) 

Erwartung 

0 

1 

14,75 

14,85 

14,8 

1 

- 2,8241 

- 2,4779 

0,0024 

0,0066 

0,0042 

0,53 

2 

14,95 

14,9 

2 

- 2,1316 

0,0165 

0,0099 

1,24 

3 

15,05 

15,0 

3 

- 1,7853 

0,0371 

0,0209 

2,57 

4 

15,15 

15,1 

5 

- 1,4391 

0,0751 

0,0380 

4,75 

5 

15,25 

15,2 

6 

- 1,0928 

0,1372 

0,0622 

7,77 

6 

15,35 

15,3 

10 

- 0,7465 

0,2277 

0,0904 

11,30 

7 

15,45 

15,4 

14 

- 0,4003 

0,3445 

0,1168 

14,60 

8 

15,55 

15,5 

16 

- 0,0540 

0,4789 

0,1340 

16,75 

9 

15,65 

15,6 

19 

0,2922 

0,6150 

0,1365 

17,06 

10 

15,75 

15,7 

17 

0,6385 

0,7384 

0,1235 

15,43 

11 

15,85 

15,8 

13 

0,9848 

0,8376 

0,0992 

12,40 

12 

15,95 

15,9 

6 

1,3310 

0,9084 

0,0708 

8,85 

13 

16,05 

16,0 

7 

1,6773 

0,9533 

0,0488 

5,61 

14 

16,15 

16,1 

5 

2,0236 

0,9785 

0,0252 

3,15 

15 

16,25 

16,2 

1 

2,3698 

0,9911 

0,0126 

1,58 


Wirerhalten: n = Zn.= ^25 Mittelwert * = 15,5656 Standardabweichung s=0,288797 

Die Voraussetzungen für die Anwendung des^ 2 -Tests (Punkt 3.7) sind nicht erfüllt. Wir legen die er¬ 
sten drei Klassen zu einer Klasse = 14,9 = 6) und die beiden letzten Klassen zu einer Klasse 

(jc, 2 = 16,15 n 12 = 6) zusammen und rechnen noch einmal. 1 

Wirerhalten n = U5 k = 12 x = 15,5656 5 = 0,294945 

Erwartungswerte: 1,95; 7,62; 7,86; 11,26; 14,40; 16,42; 

16,71; 15,18; 12,31; 8,90; 5,75; 5,01 


Nun sind die Voraussetzungen erfüllt, wir rechnen weiter: 

Prüfwert ^^=11,91 Tabellenwert x 2 tab = x\ o, 95 = 1 6,92 


Der Prüfwert ist kleiner als der Tabellenwert. 


Es ist nicht möglich, mit einer Irrtumswahrscheinlichkeit von höchstens 5 % zu sagen, daß die Meß¬ 
werte nicht normalverteilt sind. 

Vereinfacht: Wir können nicht nachweisen, daß die Meßwerte nicht normalverteilt sind. 


AUFGABE 

6.14 Überprüfen sie mit dem £ 2 -Test, ob die in 6.13 (Seite 73) angegebenen Dateien normalverteilt 
sind. 


Die vollständige Rechnung mit MATHEMATICA, DERIVE und EXCEL finden Sie im Lösungsheft. 
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6.7 Test für den linearen Regressionskoeffizienten 
Berechnung des Regressionskoeffizienten 


Die Grundlagen der linearen Regression und der linearen Korrelation wurden bereits in Band 2, 
Abschnitt 14.7 besprochen. 

Wir vermuten, daß zwischen den Zufallsvariablen x und y einer Grundgesamtheit zumindest nä¬ 
herungsweise der Zusammenhang y=a+ßx besteht: 

Mittels der linearen Regressionsrechnung können wir dann Schätzwerte für a und ß ermitteln. 
(jCp^), (jc 2 , y 2 ), ..., (x n ,y n ) sind n Paare geordneter Meßwerte. 

Unsere Regressionsgerade y = a + bx soll eine gute Schätzung für y = a + ßx sein 1 . 


Wir wenden das von Gauß stammende Prinzip der kleinsten Quadrate an: 

Die Summe der Quadrate der Abweichungen soll ein 
Minimum ergeben! 


In unserem Fall gilt somit: 


I (.y-y ,) 2 = X (y-a-bxf 

i=l i=l 


- Min! 

Es liegt eine Funktion in a und b vor. 


Folglich muß gelten: 
da 



I (y t ~a~ bx t ) 2 = 0 a ^ I (?/ - a - bx.) 


-2 X (y f — a ~ bx.) =0 a (-2 X*. (y. -a- bx ( )) = 0 


Y,y i ~na~bY J x i = 0 a X*/ y i ,-a^x.- b^xj = 0 


Wir erhalten folgendes Gleichungssystem in a und b: 


a + x b = y 
n x a + X*? b = J j x i y / 


b = 


X*/ y i ~n x y 
Ixf-ni 2 


a-y -bx 


Den Zähler des Regressionskoeffizienten b kann man auch in der Form X (*,- ~ x ) (y* - y ) * 
kurz S xy schreiben. 


y ... Schätzwert für y. 
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Für Xjt^-rcjt 2 kann man auch XC*,- - -*) 2 » kurz $xx schreiben. 


Gleichung der Regressionsgeraden: y = a + bx 


s xy I (x i -x) (y r y) I x l y i -nxy 

a — y — bx 

s xx X (*, —■*) 2 X*?-«* 2 


Wenn b > 0 ist, so spricht man von einer positiven Regression. 
Wenn b < 0 ist, so spricht man von einer negativen Regression. 
a und b heißen Kleinste Quadrate-Schätzer 1 . 


In der Wirtschaftsmathematik verwendet man, wenn x die Zeit ist, statt Regression die Bezeich¬ 
nung Trend. 

Eigenschaften der linearen Regression: 

1. Aus x (?; - ö - 6 *•) =0 folgt: X (T/ - 9i ) =0 

Die Regressionsgerade ist eine fehlerausgleichende Gerade: Die Summe der positiven 
Abweichungen ist gleich der Summe der negativen Abweichungen. 

2- X*/ (?/ - a - b x.) = 0 => X*/ ( y t -%) = 0 

3. Das arithmetische Mittel y der beobachteten y- Werte ist gleich dem arithmetischen Mittel 
y der geschätzten y- Werte. 

4. Die Regressionsgerade geht durch den Schwerpunkt (i|;y) der Punktwolke. 

BEISPIEL 

1. Von den 20 Schülern eines HTL-Jahrgangs werden die Körpergröße x (in cm) und die Masse y 
(in kg) gemessen: 

(154, 50), (192, 87), (190, 98), (180, 84), (162, 50), (171, 62), (187, 80), (182, 74), 

(154, 46), (170, 61), (190, 78), (188, 86), (174, 70), (170, 68), (189, 83), (190, 81), 

(155, 48), (165, 57), (176, 69), (186, 79) 


Wir vermuten, daß zwischen der Körpergröße x und der Masse y ein linearer Zusammen¬ 
hang besteht. Wir wissen, daß etwa y = x - 100 gilt. 

Wir wollen zunächst die Gleichung der Regressionsgeraden ermitteln. 

lx i y r nxy 


LSE 4 least squares estimators 
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Mit ^x. = 3525 XT/ = 1411 erhalten wir: x = 176,25 y = 70,55 
X*? = 624537 = 252216 = 103795 

= J J x 1 i -nx 2 = 3255,75 = Ix^-nxy = 3527,25 

6 = ^ = 1,083391 a = -120,3977 y =1,1 jc- 120 

^ xx 3.^33 

In MATHEMATICA steht uns die Funktion Fit zur Verfügung. 

Fit [data, {1, x} , x] ermittelt nach der Methode der kleinsten Quadrate den 
Term a + bx. 


Zu unserem BEISPIEL: 


data ={{154,50}, {192,87}, 
{171,62}, {187,80}, 
{190,78}, {188,86}, 
{190,81}, {155,48}, 
Fit[data,{l,x},x] 


{190,98}, {180,84}, {162,50}, 
{1825,74}, {154,46}, {170,61}, 
{174,70}, {170,68}, {189,83}, 
{165,57}, {176,69}, {186,79}}; 

-120.398 + 1.08339 x 


Unter Berücksichtigung der Genauigkeit der Meßdaten gilt: y = l,ljc-120 


Leicht und elegant ist die Lösung mit MATHEASS7. 


Lineare Regression : 
y = 1.083391-x - 120.3877 


Bestimmtheitsnaß : 0.88837 
Korrelationskoeff.: 0.84835 
Standardabweichung: 4.87374 
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6. Statistische Tests 


Korrelationskoeffizient: r 




Bestimmtheitsmaß: B - r 


Als Schätzer für die Fehlervarianz <j 2 nimmt man s 2 , die Varianz um die geschätzten Werte y. 
(Estimate variance): 


Ky-yi ) 2 Ky-a-bx ,) 2 ]r 

= - - - = --- S = I S ist dl 


n — 2 


n — 2 


die Standardabweichung 


Wir nehmen ab jetzt zusätzlich an, daß die Fehlerterme normalverteilt sind. In diesem Fall sind auch 
die Schätzer a und b normalverteilt mit den Varianzen: 

x*? 


‘ nix 2 - (X *,.) 2 

Zu unserem BEISPIEL: 




3527,25 


1 ls xx -S yy 1/3255,75-4248,95 


0,9484 


X ( y.-a-bx ,) 2 

„ = —tk— = 23,75 


n — 2 
,2 


18 




624537 


nix 2 - (Ix .) 2 20 • 624537 - 3525' 

n 9 20 


nix 2 - (Ix.) 2 20 • 624537 - 3525 2 


23,75 = 227,82 

23,75 = 7,29-10“ 


B = r 2 = 0,8994 


s = 1 23,75 = 4,87 


5 =15,09 


^ = 8,54-IO “ 2 


Vertrauensbereiche bei der linearen Regression 

Wir geben zunächst die (1 - y)-Vertrauensbereiche 1 für den Regressionskoeffizienten ß, das Abso¬ 
lutglied a und die Fehlervarianz er 2 an: 


ß- 

V»- 2; 

l-y/2’ ^ + 5 />*n-2; 

l-y/2^ 

a 2 : 

n-2 2 

2 5 ’ 

n — 2 2 

2 s 


a: 

l a ~ S a t „- 2; 

l-y/2’ fl + ‘ y <3 ? «-2; 

l-y/2^ 


_%n- 2 ; 1 -7/2 

X n -2; 7/2 



Zu unserem BEISPIEL: 
n = 20 y = 0,05 


b = 1,083 
s 2 = 23,75 


s b = 0,08542 
^ 18 ; 0,975 = ^,53 


*18; 0,975 “ 

a = - 120,397 
X 18; 0,025 =8,23 


= 15,09 


1 Wir haben die Regressionsgerade mit y = a + ßx bezeichnet. 

Daher schreiben wir für die Irrtumswahrscheinlichkeit in diesem Abschnitt y statt a. 
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fl(x)= 0.904*(x-l?6.Z5) 
+70.55 


fZ(x)= 1.0834*(x-176.Z5) 
+70.55 


f3(x)= l.Z6Z*(x-176.Z5) 
♦70.55 


AufLösung 1 = 76 Punkte 



95%-VB von ß: [0,90; 1,26] 
95%-VB von a: [-152; -89] 
95%-VB von o 2 : [13,6; 52,0] 

/ 2 (x) Regressionsgerade 
jfj (x) Gerade durch (x |y) 

mit * = Junten 

f 3 (x) Gerade durch (x | y) 

mit K =ßobcn 


BEISPIEL 

2. Daten vom Beispiel 1 Seite 78. 

Es ist mit 7 = 10%,/ = 5% und 7 = 1 % die Hypothese H 0 : ß = 0,90 zu testen. 

Lösung: Die Vertrauensbereiche für ß Q lauten: 

90 %: [0,936; 1,231] H 0 wird verworfen b $ VB ( ß ) 

95%: [0,904; 1,262] H 0 wird verworfen b $ VB (ß) 

99%: [0,838; 1,329] H 0 wird nicht verworfen b e VB (ß) 


AUFGABEN 

6.15 In einem Spital wurde der Blutdruck von 15 Patienten gemessen. 


Alter x 

56 

72 

62 

42 

58 

70 

60 

73 

Blutdruck x 

142 

136 

160 

140 

148 

165 

165 

170 

Alter x 

62 

52 

71 

42 

48 

59 

60 


Blutdruck x 

130 

136 

125 

140 

138 

160 

150 



a) Zeichnen Sie ein Streuungsdiagramm. 

b) Wie lautet die Regressionsgerade von y bezüglich x? 

c) Berechnen Sie den Korrelationskoeffizienten. 

d) Berechnen Sie die Standardabweichung der geschätzten Fehler, ferner s A und s ß . 

e) Wie lautet die Regressionsgerade von x bezüglich y? 

f) Schätzen Sie den Blutdruck eines 50jährigen Patienten. 

6.16 10 Schüler wurden in Mathematik und Physik getestet und erreichten folgende Punkteanzahl: 


Mathematik 

5 

4 

9 

10 

9 

6 

7 

6 

3 

5 

Physik 

7 

3 

8 

10 

7 

4 

6 

4 

4 

5 


Fragen a)-d) von Aufgabe 6.15. 















7. Anwendungen der statistischen Methoden im 
Qualitätsmanagement 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Aufbau von x- und s-Regelkarten erklären; 

■ die Stichprobenentnahme erklären; 

■ zwischen attributiver Prüfung und Variablenprüfung unterscheiden; 

■ die Einfach-Stichprobenanweisung n-c erklären; 

■ eine Operationscharakteristik der Stichprobenanweisung n-c berechnen und zeichnen. 


7.1 Qualitätsregelkarten, SPC 

Qualitätsregelkarten sind ein Hilfsmittel zur Lenkung von Prozessen, QRK werden in erster Linie bei 
der industriellen Serienproduktion angewendet. 

Unter der Bezeichnung SPC (Statistical Process Control = Statistische Prozeßregelung) wird das 
Führen von Qualitätsregelkarten heute in vielen Verträgen mit Zulieferfirmen verlangt. 

Vorausgesetzt ist, daß die Meßwerte normalverteilt sind. 


Der Produktion werden in regelmäßigen Abständen Stichproben entnommen und ausgewertet. 
Mit ihrer Hilfe werden nichtzufällige Abweichungen von den Sollgrößen erkannt. 


Wir wissen, daß alle Meßwerte streuen. 

QRK trennen also das „Signal“ eines ge¬ 
störten Prozesses vom unvermeidlichen 
„Zufallsrauschen“. 

Die grafische Darstellung des Mittel¬ 
werts x der Durchmesser von 5 Achsen 
bei stündlicher Messung zeigt uns dies 
deutlich. 



Diese Fertigung steht ja nicht allein im Raum, sie hat eine Vorgeschichte. Bei einem „Vorlauf“ (min¬ 
destens 20 Stichproben) wurden Stichproben gezogen und Maschineneinstellungen vorgenommen, 
bis sich unser Mittelwert auf ein bestimmtes Niveau einpendelte. 

Dann wurden die Grenzen des 99%-Zufallsstreubereichs von x als Eingriffsgrenzen und die Gren¬ 
zen des 95%-Zufallsstreubereichs von x als Warngrenzen berechnet und eingetragen. 
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Es wird vereinbart: 

1. Wenn das Stichprobenergebnis innerhalb der Wamgrenzen liegt, dann werden keine Maßnahmen 
getroffen. 

Das Stichprobenergebnis steht nicht im Widerspruch zur Annahme, daß die Stichprobe aus einem 
unveränderten Prozeß stammt. 


2. Wenn das Stichprobenergebnis innerhalb der Eingriffsgrenze 
liegt, aber außerhalb der Wamgrenze, also innerhalb des 99%- 
Zufallsstreubereichs, aber außerhalb des 95%-Zufallsstreube- 
reichs, dann werden keine Maßnahmen getroffen. 

Erhöhte Aufmerksamkeit ist angebracht (eventuell sofort eine 
weitere Stichprobe ziehen). 

3. Wenn das Stichprobenergebnis außerhalb der Eingriffsgrenze 
liegt, also außerhalb des 99%-Zufallsstreubereichs, dann ist ein¬ 
zugreifen. 

Die Fertigung ist zu unterbrechen, der Automat ist zu überprü¬ 
fen und neu einzustellen, die Fertigung seit der letzten (guten) 
Stichprobe ist gegebenenfalls zu kontrollieren. 

Die Ursache dieser Prozeßstörung ist zu suchen und abzustel¬ 
len. 


OEG 

OWG 


OEG 

OWG 


BEISPIEL 

Bei einer Fertigung von Bolzen wurden in den ersten 40 Stunden, jeweils im Abstand von 2 Stunden, 
20 Stichproben zu je 5 Bolzen gezogen. Aus jeder Stichprobe wurden x ( und s ( berechnet. 

Als Mittelwert der x t und der erhielten wir: 

Je = X x { / 20 x - 25,2 mm s = 0,042 mm 

Zur Lenkung der Produktion sind eine i-Karte und eine .s-Karte anzulegen. 

Lösung: 

Als Schätzwert für fi und a verwenden wir 

fi = x= 25,2 mm a = s/a 5 = 0,042 mm/0,94 = 0,047 mm ... 1 

Für den 99%-Zufallsstreubereich von x gilt: 

\i - 2,576 • <r/]/7 ss x \i + 2,576 • o/i~n 
25,2-2,576-0,047/f5~ « x ^ 25,2 + 2,576-0,047/1/7 

25.15 mm ^ x ^ 25,25 mm 

Für den 95%-Zufallsstreubereich von x gilt: 

li - 1,96 • <t / ]fn ^ x^ jj. + 1,96-cj / ]/7 
25,2 -1,96 0,047/ fs «Je« 25,2 + 1,96 • 0,047/1/7 

25.16 mm «£ x 25,24 mm 


1 FZT, Seite 43: a n = s/o => ö = s/a n d. h. <7= s /a 5 
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Nun können wir die Jc-Karte zeichnen: 


x in mm 
25,25 


25,20- 


25,15 


OWG 


-OEG 


UWG 


-UEG 


1 2345678 Stichprobennummer 

Nun müssen wir mit Hilfe der Tabelle, FZT Seite 46, die Zufallsstreubereiche für s berechnen: 

G er 

- s - 

/c u zc 

ob un 


99%-Zufallsstreubereich: 

95%-Zufallsstreubereich: 


0,047 0,047 

= 


4,39 


0,52 


0,047 0,047 

s= SsS 


2,87 0,60 

Wir können nun die s-Karte zeichnen: 


0,011 mm < s =£ 0,090 mm 


0,016 mm s ss 0,078 mm 


s in mm 

0,100 


0,050 

0,010 


OWG 


UWG 


-OEG 


UEG 


1 2345678 Stichprobennummer 

Für n = 5 sind auf der Seite 105 der FZT die Koeffizienten zur Berechnung der EG und WG von 
s angeführt. 

Für die Berechnung der QRK für die Lage ist jeweils R als Schätzwert für g angeführt. 


AUFGABEN 

7.01 Von einer Fertigung sind Je = 30,2 mm und R = 0,1 mm bekannt. 
Entwerfen Sie für n = 5 eine Karte für 
a) Urwerte b) Mittelwerte c) R 
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7.2 Stichprobensysteme 


Die Prüfung jeder Einheit eines Loses auf ein bestimmtes Merkmal nennt man 100%-Prüfung. 

Oft wird so eine 100%-Prüfung durch Automaten durchgeführt. 

Eine 100%-Prüfung durch Menschen ist nicht nur teuer; erfahrungsgemäß schlüpfen 5 % bis 10 % 
der im Los enthaltenen fehlerhaften Einheiten durch diese Prüfung. Die 100%-Prüfung ist außerdem 
oft nicht durchführbar. 

Allgemein gilt: 

Die 100%-Prüfung kann nur bei zerstörungsfreier Prüfung angewendet werden. 


Aus wirtschaftlichen und/oder technologischen Gründen ist man oft gezwungen, die Qualität von 
Losen durch eine Annahme-Stichprobenprüfung zu beurteilen. 

Es wird dabei nur eine Teilmenge des Loses, eine Stichprobe, geprüft. Man nimmt dabei in Kauf, 
daß ein Anteil von fehlerhaften Einheiten durch diese Prüfung schlüpft, man kennt jedoch etwa das 
Risiko. 

Ausdrücklich sei festgestellt, daß eine Annahme-Stichprobenprüfung nur sinnvoll ist, wenn 

1. die Lose homogen sind, 

2. die Entnahme aus dem Los zufällig ist, 

3. eine Serie von Losen geprüft wird. 


Stichproben müssen verteilt und willkürlich entnommen werden. 


Wenn wir aus einer Fleischsuppe eine Stichprobe entnehmen, dann müssen wir vor dem Entnehmen 
umrühren. 

Wenn wir kleine, leichte Teile haben, dann ist das verteilte und willkürliche Entnehmen kein 
Problem. Dies gilt auch für Flachbaugruppen und gestapelte, direkt zugängliche Ware. 

Bei gegurtetem oder gewickeltem Material kann man nur am Anfang oder Ende jeder Rolle prüfen. 
In diesem Fall soll gewährleistet sein, daß die Rollen aus einem Fertigungslos stammen. 

Wie schon im Statistik-Fahrplan aufgezeigt, unterscheiden wir zwischen Zählergebnissen und 
Meßwerten. 

Im ersten Fall benutzen wir die Binomialverteilung (Anzahl fehlerhafter Einheiten) oder die Poisson- 
Verteilung (Anzahl der Fehler je Einheit), im zweiten Fall die Normalverteilung. 


Bei Prüfungen unterscheiden wir zwischen 

1. Prüfung von Zählergebnissen (attributive Prüfung) 

2. Prüfung von Meßwerten (Variablenprüfung) 

Wir beschränken uns aus Zeitgründen auf den einfachsten Fall der attributiven Prüfung, die Einfach- 
Stichproben-Prüfung: 


Die Stichprobenanweisung hat in diesem Fall die Form: n-c 
n ist der Stichprobenumfang 
c ist die Annahmekennzahl 
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n - c = 50 - 2 ist die Kurzform einer Anweisung an den Prüfer: 

1. Entnimm dem Los (willkürlich und verteilt) eine Stichprobe vom Umfang n = 50. 

2. Prüfe alle n = 50 Einheiten und zähle die in dieser Stichprobe festgestellten fehlerhaften 
Einheiten x. 

3. Wenn x c, in unserem Fall x ^ 2 ist, dann nimm das Los an. 

4. Wenn x > c, in unserem Fall x > 2 ist, dann weise das Los zurück. 

Die Annahme eines Loses hängt sowohl vom Anteil p fehlerhafter Einheiten im Los als auch vom 
Zufall ab. 

Wir können mit unserer Perlenbüchse die Stichprobenanweisung 50 — 2 simulieren. 

Wir führen in Gruppenarbeit je 50 Versuche mit p = 1 %, 2 %, 3 %, 4 %, 5 %, 6 % durch und tra¬ 
gen den Anteil der Annahmen bei diesen Prozentsätzen ein. 


Anteil 

100 

50 

der An 

nahmer 

i in % 





0 


i : 

2 : 

3 

1 ! 

5 ( 

3 p in % 


Der Schritt von der relativen Häufigkeit zur Wahrscheinlichkeit ist naheliegend. 

Wir haben es mit einer Binomialverteilung mit p % und dem Stichprobenumfang n = 50 zu tun. 
Das Los wird angenommen, wenn x, die Anzahl der fehlerhaften Einheiten in der Stichprobe, klei¬ 
ner/gleich 2 ist. 

Folglich ist die Annahmewahrscheinlichkeit in Abhängigkeit vom Fehleranteil p der Grund¬ 
gesamtheit bestimmt durch: 

P a = G(c\p- n) 




Die Funktion p -> P a nennt man Operationscharakteristik, kurz OC, der Stichprobenan¬ 
weisung n-c. 


Wir rechnen mit Hilfe der Tabelle, FZT Seite 32: 

G (21 0,01; 50) = 0,9862 
G(2 | 0,02; 50) = 0,9216 
G(2 | 0,03; 50) = 0,8108 
G(2 | 0,04; 50) = 0,6767 
G(2 | 0,05; 50) = 0,5405 
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Nochmals zum Begriff Annahmewahrscheinlichkeit: 

Wenn eine Serie von Losen, jeweils von gleichem Umfang N und gleichem Anteil p fehlerhaf¬ 
ter Einheiten, durch eine Stichprobenvorschrift (n - c) geprüft wird, dann wird der Anteil 
P a dieser Lose angenommen. 


Je nach Größe der Annahmewahrscheinlichkeit können wir drei Bereiche unterscheiden: 

1. 0 ^p^p A _ a Bereich hoher Annahmewahrscheinlichkeit, a heißt Lieferantenrisiko. 
In diesem Bereich werden Lose mit einer Wahrscheinlichkeit a zurückgewiesen. 

2. P 55 Pß Bereich kleiner Annahmewahrscheinlichkeit, ß heißt Abnehmerrisiko. 

In diesem Bereich werden Lose mit einer Wahrscheinlichkeit ß angenommen. 

3. P\_ a <P <Pß Bereich mittlerer Annahmewahrscheinlichkeit. 




Die untere Abbildung zeigt den zugehörigen Durchschlupf in Abhängigkeit von p. 

Wenn wir in jedem Los die bei der Stichprobenentnahme gefundenen fehlerhaften Einheiten durch 
fehlerfreie ersetzen, so bleiben (N-n) • p fehlerhafte Einheiten im Los. 

Bei Rückweisung des Loses wird eine 100%-Prüfung durchgeführt; wir nehmen an, daß damit keine 
fehlerhaften Einheiten im Los bleiben. 

Wenn wir, nach den obigen Vereinbarungen, viele Lose prüfen, dann ergibt sich für den mittleren 
Anteil fehlerhafter Einheiten in allen angenommenen und weitergeleiteten Losen:. 

D = AOQ = P 

D heißt Durchschlupf oder AOQ (Average Outgoing Quality). 

Paoql ist die zu ^max gehörige Qualitätslage (AOQL = Average Outgoing Quality Limit). 
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AUFGABEN 

7.02 Zeichnen Sie zu den Stichprobenanweisungen 
a) 80 - 2 b) 100 - 3 c)125-4 

die zugehörigen Operationscharakteristiken und Durchschlupfkurven. 

7.03 Zeichnen Sie die zu 

a) 50 - 0 b) 50 - 1 c) 50 - 2 

gehörigen Operationscharakteristiken in eine Abbildung. 


7.3 Zuverlässigkeitsprüfung 


Zunächst müssen wir die (leider vielen) Begriffe definieren, mit denen wir arbeiten wollen. 

Daß dies notwendig ist, zeigen zwei einfache Beispiele: 

1. „Was hat höhere Qualität, ein Papiertaschentuch oder ein Seidentaschentuch?“ 

Diese Frage ist nicht zu beantworten, wenn nicht der Verwendungszweck (Naseputzen, Steck¬ 
tuch) angegeben ist. 

2. Der Satz „Ein kritischer Fehler ist ein Fehler, durch den Leben gefährdet ist“ gilt sicher nicht für 
die Herstellung von Kondomen. 


Zuverlässigkeit 


Zuverlässigkeit ist Qualität unter vorgegebenen Anwendungsbedingungen während oder nach 
einer vorgegebenen Zeit. 


Qualität bezieht sich also auf den Zeitpunkt der Prüfung. 

Zuverlässigkeit bezieht sich auf einen Zeitraum. 

Zeit ist dabei entweder 

- ein durchgehender Zeitabschnitt, oder 

- eine Summe von Zeitabschnitten, oder 

- eine Anzahl bestimmter, bei der Nutzung wiederholt auftretender Vorgänge, wie z. B. die Anzahl 
von Lastwechseln bei dynamischer Beanspruchung, oder die Anzahl von Betätigungen eines 
Schalters, etc. 


Lebensdauer eines Produktes ist die Zeit (siehe oben) vom Nutzungsbeginn bis zu demjenigen 
Ausfallzeitpunkt, nach dem die Funktionsfähigkeit des Produktes nicht wieder hergestellt wird. 


Zuverlässigkeitprüfung hat also zum Ziel, das Lebensdauerverhalten der untersuchten Einheiten 
zu ermitteln. 
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Beschreibung des Zeitverhaltens von Bauteilen 

Absoluter Bestand B (f) 

Anzahl der zum Zeitpunkt t funktionierenden, also noch nicht ausgefallenen Teile 

Anfangsbestand B (f 0 ) 

Bestand zu Beanspruchungsbeginn 

Relativer Bestand R (t) 

Anteil der zum Zeitpunkt t funktionierenden Teile 

R(t) = B(t)/B(t 0 ) ist Schätzwert für die Überlebenswahrscheinlichkeit R(t) 

Ausfallhäufigkeitssumme A (t ) 

Anzahl der bis zum Zeitpunkt t ausgefallenen Teile 
A(t) = B(t 0 )-B(t) 

Relative Ausfallhäufigkeitssumme G {t) 

Anteil der bis zum Zeitpunkt t ausgefallenen Teile 
G(t) = A(t)/B(t 0 ) 

_B(t 0 ) -B{t ) 

B(' 0 ) 

= 1- R(t) ist Schätzwert für die Ausfallwahrscheinlichkeit G(t) 

Ausfallhäufigkeit a ( t ) 

Anzahl der im Zeitintervall A t ausgefallenen Teile 
a(t) = B(t)- B(t + At) = -AB(t) 

= A(t + At)-A(t) = AA(t) 


Relative Ausfallhäufigkeit 


Anteil der im Zeitintervall At ausgefallenen Teile 
a(t) A B{t) 


ß (%) 


ß(f 0 ) 


= —AR(t) 


A Ajt) 


= A G(t) 


Ausfallhäufigkeitsdichte g (t) 


Anteil der ausgefallenen Teile pro Zeit 

= a{t) _ _ AB(t) _ _ AR(t) 

~ B(t 0 ) At B(t Q )At At 

A A ( t ) AG (t) 

B(t 0 )At ~ At 

ist Schätzwert für die Wahrscheinlichkeitsdichte g (/) 
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Ausfallquote X (t) 

Anteil der noch funktionierenden Teile, die in At ausfallen 
= a(t) = _ A B(t) = _ A Rjt) 

’ B (t) At B(t)At R (t)At 

A A(t) = AAjt) B(t 0 ) = g(t) 
B(t)At B(t 0 )At B (t) R(t) 
X (t) ist Schätzwert für die Ausfallrate X ( t ). 


Zusammenhang zwischen Stichprobe und Grundgesamtheit 


Stichprobe 


Grundgesamtheit 


Relativer Bestand 


Überlebenswahrscheinlichkeit 


m =B(t)m 0 ) 


R(t ) 


Relative Ausfallhäufigkeitssumme 
A(t) 


G{t) 


Ä(*o) 


Ausfallhäufigkeitsdichte 

AG(f) A R{t) 
g(t 


Ar 


At 


Ausfallwahrscheinlichkeit, Verteilungsfunktion 

Wahrscheinlichkeitsdichte 

g(t) = G'(0 = ~R'(t) 


Ausfallquote 


m= - 


AR(t) 
R(t) At 


SCO 

R(t) 


Ausfallrate 


A(0 = 


R '(0 

R(t) 


8(0 

RCO 


Die Verteilungsfunktion bei Lebensdauerproblemen ist die Ausfallwahrscheinlichkeit G(t). 


Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion g ( t ) wird kaum benötigt. 

Die Lebensdauerprobleme kennzeichnende Differentialgleichung für die Überlebenswahrschein¬ 
lichkeit R(t) bzw. den Bestand B(t) lautet: 

R'(t) = -X(t) ■R(t ) bzw. B'{t) = -X{t) • B(t) 

Die verschiedenen Lebensdauerverteilungen unterscheiden sich im Zeitverhalten der Ausfallrate 

m. 
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Die Badewannenkurve 


Der zeitliche Verlauf der Ausfallrate X ( t ) weist oft drei charakteristische Bereiche auf (siehe die 
folgende Abbildung, die wegen ihrer typischen Form „Badewannenkurve“ genannt wird): 


0 < b < 1 

Die Ausfallrate fällt monoton ab; dieses Verhalten ist typisch für Frühausfälle (verdeckte 
Fertigungsmängel). 


b = 1 

Die Ausfallrate ist konstant; es handelt sich um Zufallsausfälle. 


b > 1 

Die Ausfallrate nimmt monoton zu; dieses Verhalten beschreibt Verschleißausfälle. 



Viele Einheiten durchlaufen während ihrer Lebensdauer alle drei Bereiche der Badewannenkurve, 
allerdings mit unterschiedlichen Ausfallmechanismen. 

Die mathematische Beschreibung der Badewannenkurve ist möglich (Hjorth-Verteilung), aber 
recht kompliziert. 


In der Praxis beschränkt man sich meist auf zwei Lebensdauerverteilungen: 
Exponentialverteilung mit konstanter Ausfallrate 

Weibullverteilung mit monoton steigender oder monoton fallender Ausfallrate. 


Ladislaus von Bortkiewicz (1868-1931) 

Er veröffentlichte mit 21 Jahren eine Untersuchung über „Sterblichkeit und Lebensdauer“. 

1903 erschien das richtunggebende Buch „Die Lebensdauer“. 

Er zeigte, daß die mathematische Statistik ein unentbehrliches Hilfsmittel für die Versicherungsmathematik und 
die Volkswirtschaftslehre ist. 
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Exponentialverteilung 

Die einfachste Lebensdauerverteilung ist die Exponentialverteilung, gekennzeichnet durch konstante 
Ausfallrate A. 

Es gilt: 



Li^J Ausfallrate 

A (t) = A = konstant 

Charakteristische Lebensdauer 
T=l/A 

Überlebenswahrscheinlichkeit 

R(t) = e~ x, = e~ t,T R (7) = 1 /e = 36,79 % 

Ausfallwahrscheinlichkeit=Verteilungsfunktion 
G(0 = 1 - R(t) = 1 - e~ A ' = 1 - e~' /:r 
Erwartungswert 
H = T= 1/A 

auch MTTF mean time to failure bzw. 
auch MTBF mean time between failures 

^ Da die Exponentialverteilung eine schiefe Verteilung ist, liegt der Erwartungswert /r nicht bei der 
Ausfallwahrscheinlichkeit 50 %! 

^ Die charakteristische Lebensdauer T, der entscheidende Parameter der Exponentialverteilung, ist 
hier auch identisch mit der mittleren Lebensdauer t (aber nur hier!). 

BEISPIELE 

1. Gegeben: Charakteristische Lebensdauer T = 4000 h. 

Gesucht: Anteil ausgefallener Elemente nach 200 h. 

Lösung: 

G (200) = 1 - e “ 200/4000 = 0,04877 Anteil ausgefallener Elemente nach 200 h = 4,88 % 

2. Gegeben: Nach 550 h sind 5 % der Elemente ausgefallen. 

Gesucht: Charakteristische Lebensdauer T. 

Lösung: 

Aus G(t) = 1 - &~ t/T erhält man durch Umformen: 

T = - r/ln(l -G) 

T= - 550/ln(1 - 0,05) = 10722,6 


T= 10723 h 
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AUFGABEN 

7.04 Gegeben: Elektronische Bauteile haben eine charakteristische Lebensdauer von 20000 h. 
Gesucht: Nach welcher Zeit ist der Bestand auf 90 % zurückgegangen? 

7.05 Gegeben: Von 10000 Bauelementen sind nach 10 h 50 Stück ausgefallen. 

Gesucht: Ausfallrate X bzw. charakteristische Lebensdauer T. 

7.06 Gegeben: Bauelemente von Aufgabe 7.05. 

Gesucht: Bestand nach 200 h. 

7.07 Gegeben: Elektronische Baugruppen haben eine Ausfallrate X von 4,825 • 10~ 6 h _1 . 
Gesucht: Welche Einsatzzeit wird von 95 % der Baugruppen überstanden? 


Zweiparametrige Weibullverteilung 

Bei der Weibullverteilung ist die Ausfallrate X nicht konstant, sondern mit der Zeit entweder fal¬ 
lend oder steigend. 

Die Verteilungsform ist durch zwei Parameter gekennzeichnet, die charakteristische Lebensdauer 
T und die Ausfallsteilheit b (auch Formparameter genannt; in der Praxis gilt meist 0,25 b 5). 

Es gilt: 


Überlebenswahrscheinlichkeit 



Ausfallwahrscheinlichkeit = Verteilungsfunktion 



Ausfallrate 



Erwartungswert (mittlere Lebensdauer t ) 



Wir haben diese Verteilung bereits ausführlich in Band 2, Abschnitt 4.10 behandelt. Sie finden dort 
5 vollständig durchgerechnete Beispiele und 9 praxisorientierte Aufgaben. 

Bei der Weibullverteilung stimmen charakteristische Lebensdauer T und mittlere Lebensdauer t 
nicht mehr überein! 

Die charakteristische Lebensdauer T ist aber auch hier die Zeit, nach der nur mehr 36,79 % des 
Anfangsbestands vorhanden sind, unabhängig von der Ausfallsteilheit b. 

Beim Erwartungswert steht r für die Gammafunktion, die Verallgemeinerung der Fakultät für 
allgemeine Zahlen. 

Wir beschränken uns auf einfache Beispiele. 

Im Fachgegenstand oder im Freigegenstand werden Sie in den Gebrauch des Lebensdauernetzes ein¬ 
geführt und werden damit umfangreichere Probleme lösen können. 
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Für b = 1 geht die Weibullverteilung in die Exponentialverteilung über. 

Für die Durchführung von Simulationen benutzt man weibullverteilte Zufallszahlen. 


Wenn n eine gleichverteilte Zufallszahl in [0; 1] ist, dann ist 

* =ex p(r 1 , V«' ln ”)) 

weilbullverteilt mit den Parametern a und ß. 


BEISPIELE 
3. 


Gegeben: Die charakteristische Lebensdauer einer Sorte von Bauteilen beträgt 2 • 10 7 Stun¬ 
den, b = 1,5. 

Gesucht: Nach welcher Zeit sind 10 % der Bauteile ausgefallen? 

Lösung: 

-(«* 


Aus R ( t ) = 


erhält man durch Umformen: 


t = T-~f- 


ln R 


t = 2 • 10 7 • ’~l -\n 0,90 = 4,5 • 10 6 


Nach 4,5 • 10 b h 


Gegeben: Eine Charge von Geräten hat eine charakteristische Lebensdauer von 2,5 Jahren, 
a) b = 1 b) b = 3 

Für diese Geräte gewährt der Lieferant eine Garantiezeit von 6 Monaten. 

Gesucht: Mit welcher Wahrscheinlichkeit wird ein Gerät innerhalb der Garantiezeit ausfallen? 

r °' 5 V 

= 0,18127 


Lösung: a) G(0,5) = 1 - e 


b) G(0,5) = 1 - e 


2,5 


■gL 


0,00797 
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Im Fall a) beträgt die Wahrscheinlichkeit für den Ausfall eines Geräts 18,13 %. 

Im Fall b) beträgt die Wahrscheinlichkeit für den Ausfall eines Geräts nur 0,8 %. 

Hier wird der große Einfluß von b auf das Lebensdauerverhalten deutlich sichtbar. 

5. Gegeben: Eine Firma gewährt für ein Gerät 2 Jahre Garantie. Für das Lebensdauerverhalten 
des Geräts gilt a) b = 1, b) b = 2,5. 

Gesucht: Wie groß muß die charakteristische Lebensdauer T des Geräts mindestens sein, 
damit während der Garantiezeit höchstens 5 % der Geräte ausfallen? 

Lösung: 

R (2 Jahre) = 0,95 

_ i 1? b, - 

Aus R (f)=e ^ erhält man durch Umformen: T = t/1-\nR 

a) T= , 2 .. c =38,99 T» 39 Jahre 

-ln 0,95 - 

b) T= - - 2 = 6,56 T» 6,6 Jahre 

’Y-ln 0,90 

Auch in diesem Beispiel ist der starke Einfluß der Ausfallsteilheit b auf das Lebensdauer¬ 
verhalten sichtbar. 


AUFGABEN 

7.08 Gegeben: Die charakteristische Lebensdauer eines Geräts beträgt 5,5 Jahre. Nach 2 Jahren 
funktionieren noch 85 % der Geräte. 

Gesucht: Wie groß ist die Ausfallsteilheit b ? 

7.09 Gegeben: Bei einem Dauerversuch fallen in den ersten 20 Stunden 50 von 5000 Bauelemen¬ 
ten aus. Die Ausfallsteilheit ist a)Z? = l, b)£ = l,8. 

Gesucht: Wie viele funktionierende Bauelemente kann man nach 100 Stunden erwarten? 


Weiterführende Literatur 

Franzkowsi: Schulungsunterlagen der DGQ - Frankfurt. 

Hartung: Statistik, 3. Auflage, Verlag Oldenbourg München. 

Kirschling: Qualitätssicherung und Toleranzen, Toleranz- und Prozeßanalyse, Springer Verlag. 
Kreyszig: Statistische Methoden und ihre Anwendungen, Verlag van den Hoeck und Ruprecht. 
Masing: Handbuch des Qualitätsmanagements, 3. Auflage, Hanser Verlag. 

Schriftenreihe der DGQ und des Beuth-Verlages. 

Timischl: Qualitätssicherung. Statistische Methoden, Hanser Verlag. 












8. Aufgaben zu den statistischen Methoden des 
Qualitätsmanagements 

8.01 Bei der Fertigung eines Artikels treten vier voneinander unabhängige Fehlerarten A, B, C und 
D auf. 

Bei 10 % der Artikel tritt der Fehler A auf, 
bei 3 % der Artikel tritt der Fehler B auf, 
bei 5 % der Artikel tritt der Fehler C auf, 
bei 7 % der Artikel tritt der Fehler D auf. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß man mit einem Griff einen fehlerhaften Artikel 
erwischt? 

8.02 In einer Schachtel befinden sich 30 Schrauben, davon 7 ohne Schlitz. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich in einer Stichprobe vom Umfang n = 5 keine 
Schraube ohne Schlitz befindet? 

8.03 Eine Tagesfertigung eines technischen Artikels enthält 7 % fehlerhafte Einheiten. 

Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß sich in einer Stichprobe vom Umfang n = 20 mehr 
als eine fehlerhafte Einheit befindet? 

8.04 Für die Masse eines Bolzens ist eine Toleranz (35 ± 3) g vorgeschrieben. Die Tagesfertigung 
ist normalverteilt mit n = 34 g und a = 2,5 g. 

Wie groß ist der Ausschuß? 

8.05 Es liegt eine beherrschte Fertigung mit n = 50 mm und c = 3 mm vor. 

Wie groß ist der Anteil der Stücke mit einem Meßwert 

a) über x = 52 mm? 

b) unter x = 47,3 mm? 

8.06 Die Brenndauer von Glühlampen ist normalverteilt mit /z = 1500 Stunden und er = 100 
Stunden. 

Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, daß eine zufällig entnommene Glühlampe 

a) mindestens 1800 Stunden, 

b) höchstens 1300 Stunden, 

c) zwischen 1400 und 1700 Stunden 

leuchtet. 

8.07 Die Sperrspannung eines Typs Bildröhren für Monitore ist normalverteilt mit der Standard¬ 
abweichung er = 0,8 V. 

Als Toleranz für die Sperrspannung ist vorgegeben: 

Mindestwert: 90 V 
Höchstwert: 100 V 

Der Hersteller der Bildröhren kann die Standardabweichung kaum beeinflussen. Er kann aber 
den Mittelwert durch Veränderung geometrischer Abmessungen der Röhren beeinflussen. 

In welchem Bereich muß der Mittelwert der Sperrspannung liegen, damit der Ausschuß durch 
Sperrspannungsfehler kleiner als 0,1 % ist? 
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8.08 Für die Überprüfung der Mindestabfüllmenge ist zwischen Lieferant und Abnehmer folgende 
Vereinbarung getroffen worden: 

20 Packungen werden geprüft und der Mittelwert der Abfüllmengen berechnet. Die Lieferung 
wird angenommen, wenn der Mittelwert größer als 101 g ist. 

Bei einer Lieferung beträgt die mittlere Abfüllmenge 104 g und die Standardabweichung 5 g. 
Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß diese Lieferung angenommen wird? 

8.09 Bei der Fertigung beträgt der Mittelwert 500 W und die Standardabweichung 1 W. 

a) Wie groß müßte die Toleranz sein, damit bei dieser Fertigung 99 % der Meßwerte inner¬ 
halb der Toleranz liegen? 

b) Wie groß dürfte die Standardabweichung der Fertigung höchstens sein, damit mindestens 
99 % der Meßwerte innerhalb einer Toleranz von (500 ± 2) W liegen? 

8.10 Der Hersteller elektrischer Widerstände hat seinen Prozeß genau festgelegt und das Ergebnis 
analysiert. Die Widerstands werte sind normalverteilt mit einem Mittelwert von 100 Q und 
einer Standardabweichung von 7,5 Q. 

Der Hersteller möchte diesen Prozeß in Zukunft überwachen. Zu diesem Zweck sollen täglich 
an 15 Widerständen die Widerstandswerte gemessen und daraus der Mittelwert und die 
Standardabweichung berechnet werden. 

In welchen Bereichen liegen die Mittelwerte und die Werte der Standardabweichung, wenn 
sich der Prozeß nicht geändert hat (Irrtumsniveau 1 %)? 

8.11 Im Mittel treten 3 Fehler pro Glasscheibe auf. Mit wie vielen Fehlem pro Glasscheibe muß 
man bei dieser Prüfung 

a) mindestens 

b) höchstens 

rechnen, wenn man a = 5 % wählt? 

8.12 Bei der Prüfung von Papieren treten pro Seite im Mittel 2 Fehler auf. 

Mit wie vielen Fehlem pro Blatt muß man bei 1 - a = 0,99 rechnen? 

8.13 Einer Massenfertigung wurden 10 Teile entnommen und gewogen. Man erhielt: x = 512 g 
und s = 0,4 g. 

Geben Sie die 95%-Vertrauensbereiche für p und er an. 

8.14 Einer Fertigung wurde eine Stichprobe vom Umfang n = 80 entnommen. 3 Teile waren 
fehlerhaft. 

Mit welchem Anteil fehlerhafter Teile in der Tagesproduktion muß man bei a = 5 % rech¬ 
nen? 

8.15 Einer Produktion wurden 5 behandelte Platten entnommen und darauf 8 Fehler gezählt. 

In welchem Bereich liegt, bei a = 5 %, die mittlere Fehleranzahl pro Platte? 

8.16 Ein Hersteller von Stahl gibt an, daß eine bestimmte Stahlsorte eine normal verteilte Festigkeit 
mit einem Mittelwert von 600 N/mm 2 und einer Standardabweichung von <7=10 N/mm 2 
aufweist. 
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Zur Überprüfung dieser Angaben haben Sie 10 Proben gemessen und folgendes Ergebnis 
erhalten: 

Je = 591,7 N/mm 2 
s = 15,1 N/mm 2 

Wie interpretieren Sie dieses Ergebnis mit einem Irrtumsniveau von 1 %? 

8.17 Ein Lieferant hat angesagt, daß die mittlere Leistung von Motoren 2,5 kW beträgt. Bei der 
Überprüfung der ersten zehn angelieferten Motoren ergaben sich folgende Werte der Leistung 
(in kW): 

2,43 2,40 2,47 2,46 2,32 2,57 2,47 2,43 2,53 2,33 

Kann man aufgrund dieser Stichprobe sagen, daß der Lieferant eine zu hohe mittlere Leistung 
angegeben hat? {a = 1 %) 

8.18 Für die Länge von Bolzen sind Toleranzgrenzen von (97 ± 0,03) mm vorgegeben. 

Bei der Prüfung von 25 dieser Bolzen aus der Produktion ergab sich ein Mittelwert von 
97,003 mm und eine Standardabweichung von 0,009 mm. 

Stimmt der Mittelwert der Produktion mit der Toleranzmitte überein? 

8.19 Für die Gammenge einer bestimmten Type von Spulen sind Toleranzgrenzen von (2000 ± 5) g 
vorgegeben. 

Die Standardabweichung der Abspuleinrichtung soll höchstens V 8 der Toleranz, also höch¬ 
stens 1,25 g betragen. 

Bei der Prüfung von 50 Spulen ergab sich ein Mittelwert von 2000,2 g und eine Standard¬ 
abweichung von 1,52 g. 

Ist die Standardabweichung der Abspuleinrichtung größer als 1,25 g? 

8.20 Die Standardabweichung einer Fertigungsanlage betrug bisher 0,2 mm. Nach einer routine¬ 
mäßigen Wartung der Anlage prüfte man 15 Teile und erhielt dabei folgende Meßwerte: 

49,95 49,90 50,12 49,76 50,09 50,07 49,89 49,86 

49,83 50,16 49,66 50,20 50,19 49,93 49,82 

Hat sich die Standardabweichung der Fertigungsanlage durch die Wartung geändert? 
(a = 1 %) 

8.21 Bei einem Vorlauf wurden 30 Stichproben zu je 8 Stück, jeweils im Abstand von einer Stunde 
gezogen. 

Es wurden i = 121,8 mm und = 0,05 mm berechnet. 

Entwerfen Sie eine x-Karte und eine s-Karte. 

8.22 Ein Los wird nach der Stichprobenanweisung 125-2 geprüft. 

a) Wie groß ist die Annahmewahrscheinlichkeit bei p = 4 %? 

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, daß eine Lieferung mit p = 1 % zurückgewiesen 
wird? 

8.23 Ein Los lackierter Bleche wird nach der Stichprobenanweisung 10-3 bezüglich Lackfehler 
geprüft. 

Wie groß ist die Annahmewahrscheinlichkeit für ein Los, das im Mittel 0,1 Fehler je Blech 
aufweist? 



AUSBAU DER MATRIZENRECHNUNG 


In Abschnitt 9 von Band 1 wurde bereits gezeigt, wie man lineare Gleichungssysteme mit Hilfe von 
Determinanten und Matrizen sehr übersichtlich behandeln kann. Wir haben dort den Satz von Sarrus 
und die Cramer-Regel kennengelemt. 

In Abschnitt 30 von Band 2 haben wir uns mit den elementaren Grundlagen der Matrizenrechnung 
beschäftigt. Wir haben gelernt, wie man Matrizen addiert, subtrahiert, multipliziert (Schema von 
Falk) und wie man die inverse Matrix einer 2,2-Matrix ermittelt. 

Wir wollen nun dieses Wissen auf jenen Stand bringen, den viele HTL-Absolventen zur Bewältigung 
von Aufgaben in ihrer Praxis brauchen werden. Vor einigen Jahren war die Matrizenrechnung noch 
Hochschulstoff. Heute ist sie eine notwendige Bedingung für das Verständnis der in der Praxis 
(z. B.: Statik, Elektrotechnik, Ökonometrie) üblichen Rechenmethoden. 


9. Determinantenrechnung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Wert einer zwei- oder dreireihigen Determinante berechnen; 

■ den Entwicklungssatz von Laplace anwenden. 


9.1 Grundbegriffe 


Zweireihige Determinante: rjn ^12 =a 11 a 22 - a 12 a 2 i 


Dreireihige Determinante: 

a n 

0,2 

0,3 


a 2\ 

«22 

a 23 

- a \\ a 22 a 33 + a \2 a 23 a 3\ + a \3 a 2\ a 32 


ü 3\ 

ö 32 

a 33 

- <Z 13 fl 2 2 a 31 “ a \\ a 23 a 32 “ ö 12 ö 21 ö 33 


Dreireihige Determinanten lassen sich leicht nach der Regel von Sarrus 1 berechnen. 


\ 


\ \ / 

3 12 a i3 . 8 

\ X / < C 

a 22 3 23 8 


Pierre Sarrus (1798-1861), französischer Mathematiker. 
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9. Determinantenrechnung 


Man schreibt die ersten beiden Spalten rechts neben die Determinante. 


^ Es gilt dann: 

Der Wert der Determinante ist gleich der Summe der Produkte der Hauptdiagonalen 1 , vermindert um 
die Summe der Produkte der Nebendiagonalen. 


BEISPIELE 


1 

4 

7 


1 

4 

7 

2 

5 

8 

= 

2 

5 

8 

3 

6 

9 


3 

6 

9 


= 1-5-9+ 4-8-3+ 7-2-6-(7-5-3+ 1-8-6+ 4-2-9) 
= 225 - 225 = 0 


D = 0 


2 . 


1 1 -1 
1 2 3 

1 -4 2 


ist mit Hilfe von a) DERIVE, b) MATHEMATICA zu berechnen. 


Lösung: 


a) 

det [ [1, 1, -1] , 

[1, 2, 3], [1, 

-4, 2] ] 

23 

b) 

a = {{1, 1, -1}, 

{1, 2, 3}, {1, 

-4, 2}}; Det[a] 

23 


D = 23 


AUFGABEN 

Berechnen Sie den Wert der Determinanten: 


9.01 

a) 

1 

-3 1 

b) 

1 “ 3 

2 1 

c) 

5 


■6 1 



4 

5 


4 

-9 


-3 


7 

9.02 

a) 

1 1,2 

3 1 

b) 

| 1,5 

-3,2 1 

c) 

0,72 


— 0,82 



5,6 

7 


4,2 

8,9 


0,14 


0,11 

9.03 

a) 

3 

7 -2 

b) 

-4 

3 2 

c) 

5 - 

1 

8 



8 

4 5 


-5 

2 7 


6 - 

3 

4 



-2 

-3 6 


8 

6 -3 


4 

2 

5 


Produkt der ersten Hauptdiagonale ist hier als Abkürzung für Produkt der Elemente der ersten Haupt¬ 
diagonale verwendet. 
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9.2 Sätze über Determinanten 


Für die Determinante D = 


gelten die Sätze: 1 


1. Eine Determinante ändert nicht ihren Wert, wenn man alle Zeilen mit den entsprechenden Spalten 
vertauscht, wenn man also die Zeilen als Spalten und die Spalten als Zeilen schreibt. 2 

2. Vertauscht man in einer Determinante zwei benachbarte Zeilen (Spalten), so ändert der Wert der 
Determinante sein Vorzeichen. 

3. Stimmen in einer Determinante zwei Zeilen oder zwei Spalten überein, so ist der Wert der Deter¬ 
minante Null. 

4. Wenn alle Elemente einer Zeile oder einer Spalte einen gemeinsamen Faktor enthalten, so kann 
man diesen als Faktor herausheben, also vor die Determinante stellen. 


a n 

ka u 1 

II 

a 12 = k ■ D 

Ö 21 

ka 2 2 | 

1 Ö 21 

ü 22 \ 

ka u 

*«12 

= k 011 

Ö 12 \ = h-D 

a 21 

a 22 

a 2\ 

a 22 1 


5. Es gilt auch die Umkehrung des obigen Satzes. 

Eine Determinante wird mit einer Zahl k multipliziert, indem man die Elemente irgendeiner 
Zeile (Spalte) mit k multipliziert. 

6. Eine Determinante hat den Wert Null, wenn die Elemente einer Zeile (Spalte) den Elementen 
einer anderen Zeile (Spalte) proportional sind. 


Ö 11 

012 =0 

a \\ ka u \ 

kü-y 1 

ka^ 2 

a 2\ ^ a 2\\ 


7. Eine Determinante hat den Wert Null, wenn alle Elemente einer Zeile (Spalte) gleich Null sind. 

8. Der Wert der Determinante bleibt unverändert, wenn man zu den Elementen einer Zeile (Spalte) 
ein beliebiges Vielfaches der Elemente einer anderen Zeile (Spalte) addiert. 

I a \\ a \2 I _ I Ü U a \ 2 
I ^21 ^22 I I ^21 ^22 ■** 2 | 


AUFGABE 

9.04 Beweisen Sie die obigen Sätze. 


1 Die Sätze sind so formuliert, daß sie auch für Determinanten höheren Grades gelten. 

2 Das Vertauschen der Zeilen und Spalten einer Determinante nennt man Stürzen der Determinante. 
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9.3 Entwicklungssatz von Laplace 


Wenn man in A - 


die Elemente: 21 
Ö 31 


hl 

a \2 

a 13 

l 21 

a 22 

a 23 

*31 

a 32 

a 33 

*22 



*32 




die erste Zeile und die dritte Spalte streicht, so verbleiben 


Man faßt diesen Ausdruck als Determinante | 

determinante A 13 . 


22 auf und bezeichnet ihn als Unter- 

a 32 I 


Jene zweizeilige Unterdeterminante von A, die man durch Streichen der i -ten Zeile und k -ten 
Spalte der Determinante A erhält, bezeichnet man mit A ik . 


Leicht ist zu erkennen, daß man einer dreizeiligen Determinante A neun zweizeilige Unterdeter¬ 
minanten A ik zuordnen kann. 


Zum Beispiel: 


D = 


4 5 6 

-7 8 9 

4 3 2 


Es ist A 13 


und A 22 


und A 32 


4 5 6 

-7 8 9 

4 3 2 


4 5 6 

-7 8 9 

4 3 2 


4 5 6 

-7 8 9 

4 3 2 



-7 

8 




4 

3 

= -21 -32 = -53 

Ai 3 = —53 


4 

6 




4 

2 

= -16 

A 22 = -16 


4 

6 




-7 

9 

= 78 

--l 

00 


Die mit dem Faktor (-1)' + * multiplizierte Unterdeterminante A jk nennt man Adjunkte 
und bezeichnet sie mit a ik . 


Zum Beispiel: a 21 = (- l) 3 I 012 013 I und a 32 = (- l) 5 I 011 a ' 13 I 
I a 32 a 33 I I a 21 a 23 I 
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Man kann die Determinante A = 


21 

ü 3\ 


“22 

a 32 


auch in folgender Form schreiben: 


2 2 
a 3 2 


“23 
ö 3 3 I 


U 21 

Ö 31 


u 23 

fl 33 


! 21 fl 22 
! 31 a 32 

+ CI * 


Man nennt diese Form Entwicklung der Determinante nach der ersten Zeile. 


Die Entwicklung von A nach der dritten Spalte lautet: A = a 13 3 + a 23 a 23 + a 33 a 33 usw. 


Entwicklungssatz von Laplace 

Der Wert einer Determinante ist gleich der Summe der Produkte aus den Elementen einer Zeile 
(Spalte) mit ihren Adjunkten. 

Der Entwicklungssatz ist für das praktische Berechnen der Werte von Determinanten sehr nützlich. 


Mit Hilfe dieses Satzes wird die Berechnung einer Determinante n-ter Ordnung auf die Berech¬ 
nung von Determinanten (n — l)-ter Ordnung zurückgeführt. * 2 


BEISPIELE 


1. 


D = 


1 4 7 

2 5 8 

3 6 9 


entwickeln! 


ist zunächst nach der zweiten Zeile und dann nach der ersten Spalte zu 


Lösung: 

Die Entwicklung nach der zweiten Zeile lautet: 


1 

2 

4 7 

5 8 

+ 5 • (-1) 4 • 

1 4 7 

2 5 8 

+ 8 • (-1) 5 • 

14 7 

2 5 8 

3 

6 9 


3 6 9 


3 6 9 


+ 5 


1 7 
3 9 


-8 


= -2 (36 - 42) + 5 (9 - 21) - 8 (6 - 12) 


= 12 - 60 + 48 = 0 


D = 0 


' Beachten Sie die alternierende Vorzeichenfolge! 

2 Mit Hilfe des Entwicklungssatzes lassen sich Determinanten definieren. 
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Die Entwicklung nach der ersten Spalte lautet: 



1 

4 

7 


1 

4 7 


1 

4 

7 

I) = 1 

2 

5 

8 

-2 

2 

5 8 

+ 3 

2 

5 

8 


3 

6 

9 


3 

6 9 


3 

6 

9 


5 

8 

1 

1 4 

7 

1 * 1 4 

7 




= 1 

6 

9 

-2 

' 6 

9 

+ 3 5 

8 




= 45 

-48 

- 

2(36 

-42)+ 3 (32-35) 

= -3 + 12 

-9 

= 0 


Beachten Sie: Die Elemente der zweiten Zeile sind hier als das arithmetische Mittel aus den 
Elementen der ersten und dritten Zeile gewählt worden. 


2 . 


Es ist der Wert von D = 


5 1 
3 0 

6 7 


2 

0 

8 


zu berechnen. 


Lösung: 

Es ist naheliegend, nach der zweiten Zeile, in der zwei Nullen stehen, zu entwickeln: 

\3 


d = 3 • (- ly 


1 2 
7 8 


-3 (8-14) = 18 


D = 18 


3. 


Es ist der Wert von D = 


4 3 5 

2 5 7 

-4 3 1 


zu berechnen. 


Lösung: 

Unter mehrfacher Anwendung des Satzes 8 (Seite 101) formen wir die Determinante so um, 
daß in einer Reihe zwei Nullen auftreten, also nur ein Element dieser Reihe von Null verschie¬ 
den ist. 

Wir rechnen: Z1* = Z1 - 2 • Z2 und Z3* = Z3 + 2-Z2 ... 1 



4 

3 

5 


0 

-7 

-9 

D = 

2 

5 

7 

= 

2 

5 

7 


-4 

3 

1 


0 

13 

15 


Die Entwicklung nach der ersten Spalte ergibt nun: 
D = - 2- ^3 I =-2 (-105+ 117) = -24 


D = - 24 


Wir hätten auch anders Vorgehen können, z. B.: 


4 3 5 
2 5 7 
-4 3 1 


0 0 
-12 5 

-6 3 


= 4 (- 6). 


2 5 
1 3 


-24 


Z ist hier Symbol für Zeile. 
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4. 


Es ist der Wert von D - 


12 3 4 

5 6 7 8 

9 10 11 12 

13 14 15 16 


zu berechnen. 


Es liegt eine vierreihige Determinante vor. Ihr Termwert kann nicht nach der Regel von Sarrus 
berechnet werden. 

Die Regel von Sarrus gilt nur für Determinanten dritter Ordnung! 


Lösung: 

Z2-5 Z1; Z3-9-Z1; Z4-13 ZI 


1 

2 

3 

4 

0 

-4 

-8 

-12 

0 

-8 

-16 

-24 

0 

-12 

-24 

-36 


Es gilt: Z3 = 2 ■ Z2 


Somit ist D = 0 


AUFGABEN 

Berechnen Sie auf verschiedene Arten den Wert der Determinanten: 


9.05 

a) 

1 

4 

3 



b) 

4 

3 2 


c) 

5 

6 1 




2 

5 

1 




5 - 

1 7 



-3 

4 2 




6 

7 

2 




8 

2 -6 



-8 

9 3 


9.06 

a) 

4 

2 

3 



b) 

-6 

8-10 

c) 

3 

0,24 0,8 



3 

5 

-2 




1 

5 

7 


-2 

6,7 1 




6 

8 

-7 




2 

8 

4 


5 

0,2 4,3 

9.07 

a) 

1 


y\ 



b) 

4 

0 

2 

c) 

5 

9 7 



1 


^2 




-5 

-1 

3 


2 - 

-9 4 



1 

4 

^3 




6 

-7 

8 


8 

7-24 

9.08 

a) 


2 

4 

6 

7 

b) 

2 

5 0 

9 

c) 

8 

4 3 

1 




1 

5 

0 

3 


6 

2 1 

5 


-9 

2 4 

5 



- 

1 

5 - 

-2 

1 


-3 

1 5 

2 


-3 

4 0 

6 




6 - 

■3 

4 

2 


-2 

2 7 

6 


-2 

1 0 

7 


9.09 a) 

4 

1 

4 1 

b) 

0 

3 

0 0 

c) 

5 

0 

0 

0 


5 

5 

3 1 


4 

2 

6 1 


0 

4 

0 

0 


2 

-3 

1 1 


5 

-1 

8 1 


0 

0 

1 

0 


0 

2 

0 1 


6 

-2 

-3 1 


0 

0 

0 

10 







































10. Matrizenrechnung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Zeilenvektor und Spaltenvektor erklären; 

■ die Begriffe quadratische Matrix, Determinante einer quadratischen Matrix, symmetrische Matrix, 
singuläre Matrix, Diagonalmatrix, Einheitsmatrix und Dreiecksmatrix erkären; 

■ den Begriff lineare Matrizengleichung erklären; 

■ den Begriff Matrizendivision erklären; 

■ die Matrizenschreibweise eines linearen Gleichungssystems erklären. 


10.1 Allgemeine Begriffe 

Die Bezeichnung Matrix stammt vom englischen Mathematiker Sylvester und bedeutet soviel wie 
Ordnung, Anordnung. 

Einige Begriffe wurden bereits in Band 1 bzw. in Band 3 definiert: 


Ein rechteckiges Schema von Zahlen, die in m Zeilen und n Spalten angeordnet sind, be¬ 
zeichnet man als m , n -Matrix. 

Matrizen, bei denen die Anzahl der Spalten gleich ist der Anzahl der Zeilen, nennt man quadra¬ 
tische Matrizen. 

Eine Matrix, deren sämtliche Elemente Null sind, heißt, ohne Rücksicht auf ihren Typ, 

Nullmatrix. 

Wir bezeichnen sie mit dem Buchstaben O. 

Eine quadratische Matrix, in der alle Elemente der Hauptdiagonale gleich Eins sind und alle 
anderen Elemente Null sind, heißt Einheitsmatrix. Wir bezeichnen sie mit dem Buchstaben E. 

Zwei Matrizen mit gleicher Zeilenzahl und gleicher Spaltenzahl heißen gleichartig oder vom 
gleichen l^p. ... 1 

Zwei Matrizen A und B heißen genau dann einander gleich, wenn sie in allen Elementen 
übereinstimmen, wenn also a ik = b ik für alle i, k | i = 1 , 2 ,..., m a k = 1 , 2 ,..., n gilt. 

Wenn man in der Matrix A die Zeilen und die Spalten vertauscht, so erhält man die 
transponierte (oder gespiegelte) Matrix A T . ... 2 


Bei quadratischen Matrizen entspricht das Vertauschen von Zeilen und Spalten dem Spiegeln an 
der Hauptdiagonale der Matrix, also an der von links oben nach rechts unten verlaufenden Dia¬ 
gonale mit den Elementen a lv a 22 , a 33 , ...» a nn . 


1 Alle m, /i-Matrizen sind gleichartig. 

2 Das Transponieren einer quadratischen Matrix nennt man auch Stürzen der Matrix. 
Leicht ist zu zeigen: (A T ) T = A 

Im allgemeinen gilt: A T + A 

Es gilt aber stets für quadratische Matrizen: detA T = detA 
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Weitere Definitionen: 


(m, 1)-Matrizen bezeichnet man als m -dimensionale Spaltenvektoren, zum Beispiel ^ 1 j, ^ 

(1, n)- Matrizen bezeichnet man als n-dimensionale Zeilen Vektoren, 
zum Beispiel (5 0 6 7), (2 1). 


Oft ist es vorteilhaft, die Zeilen und die Spalten einer Matrix als Vektoren aufzufassen. 


Zum Beispiel: A = ( ^ 


3 0 
6 5 


z; = (5 3 0 2) 
z 2 = {4 6 5 1) 


Es gilt somit: 


(5 

3 

0 2n i 1 

^ ) 

(4 

6 

5 lj = ( 





Eine quadratische Matrix A heißt symmetrisch, wenn A=Ä r , d. h. a ik = a ki ist. 


Zum Beispiel: A ■■ 


/ 1 

0 

5 \ 



0 

2 

4 =A t 

B = (t 

l) 

\5 

4 

-1/ 

U 

5 / 


Eine quadratische Matrix heißt Diagonalmatrix, wenn alle Elemente außerhalb der Haupt¬ 
diagonale Null sind. 


Zum Beispiel: 





f 1 

0 

0 

0\ 


0 

°\ 

(2 

0\ 

°2 = 

' 0 

2 

0 

0 

1 n f 1 

(0 

3/ 


0 

5 

0 

! °3 - 0 

0 

0 



1 

io 

0 

0 

6/ 

\o 

0 

5 / 


Diagonalmatrizen sind immer symmetrisch. Leicht ist zu erkennen: 


Der Wert der Determinante einer Diagonalmatrix ist gleich dem Produkt der Elemente ihrer 
Hauptdiagonale. 
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Eine quadratische Matrix heißt eine Dreiecksmatrix, wenn alle Elemente unterhalb (oder ober¬ 
halb) der Hauptdiagonale gleich Null sind. 



l a ii 

ö 12 

ö 13 •• 

• ü \n 


f fl n 

0 

0 


0 

a 22 

a 23 " 

a 2n 


a 2\ 

a 22 

0 

Zum Beispiel: 

0 

0 

a 33 .. 

a 3n 

’ 

Ö 3 1 

a 32 

a 33 


io 

0 

0 .. 

• ü nn 


\ a nl 

a n2 

a n3 


Leicht ist zu beweisen 1 : 


0 

0 

0 


a nn 


Der Wert der Determinante einer Dreiecksmatrix ist gleich dem Produkt der Elemente ihrer 
Hauptdiagonale. 


Eine Matrix heißt vom Rang r, wenn sich mindestens eine r-reihige Unterdeterminante 
bilden läßt, deren Wert von Null verschieden ist, aber alle (r + l)-reihigen Determinanten, die 
sich aus der Matrix bilden lassen, den Wert Null haben. 


BEISPIELE 

1. Alle Nullmatrizen haben den Rang 0. 


2. 

10 

0 

0\ 

und 

/ 4 

-2 1 


\ 4 

6 

7j 

u 

-4 2 

3. 

(4 

3 

1\ 

und 

10 

5 6 \ 


U 

6 

v) 

(0 

4 3j 


4. 


f l 2 3 
A=\4 5 6 
i7 8 9 

und zum Beispiel: 


haben den Rang 1. 
iben den Rang 2. 

hat den Rang 2, es ist det A = 0 

II 2 1 


4 5 


+ 0. 


1 2 3 4\ 

5. Es ist der Rang der Matrix A = [ 5 6 7 8 zu ermitteln. 

i 9 10 11 10/ 


Lösung: 

Es liegt eine 3,4-Matrix vor. Ihr Rang kann höchstens 3 sein 1 2 . 

Der Rang r ist nur dann 3, wenn es mindestens eine von Null verschiedene dreireihige 
Determinante gibt. 


1 Aufgabe 10.02: Mehrfache Anwendung des Entwicklungssatzes. 

2 Man kann vier dreireihige Determinanten, aber keine vierreihige Determinante bilden. Allgemein gilt: 
Der Rang einer m,n-Matrix ist höchstens gleich der kleineren der Zahlen m und n, also r Min ( m,n ). 
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Wir streichen zunächst die vierte Spalte und erhalten: 


Nun streichen wir die dritte Spalte und erhalten: 


1 

5 

9 


1 

5 

9 

2 

6 

10 


2 

6 

10 

4 

8 

10 


3 

7 

11 


= 0 


8 


A hat somit den Rang 3. 


AUFGABEN 

10.01 Berechnen Sie die Werte der den folgenden Matrizen zugeordneten Determinanten. 


a) /I 

2 

3 \ 

b) i 

/ 4 

0 

0 \ 

c) 

5 

-3 

-4 

—12 \ 

0 

5 

4 

| 

-10 

9 

0 


0 

2 

6 

7 

\o 

0 

6/ 


1 12 

20 

-3/ 


0 

0 

3 

8 









\0 

0 

0 

4/ 


10.02 Beweisen Sie mit Hilfe des Entwicklungssatzes: 

Der Wert einer Dreiecksdeterminante ist gleich dem Produkt der Elemente ihrer Haupt¬ 
diagonale. 

10.03 Schreiben Sie Nullmatrizen vom Typ (2, 1), (2, 3), (4, 2) und (2, 4). 


10.04 Wie lauten die den folgenden Matrizen zugeordneten Determinanten und wie groß ist ihr 
Determinantenwert? 


C 2) 


\ b) / 3 6 7 \ 

C ) 

/I 4 -5 3\ 

) 452 


0 0 6 7 

\1 3 oj 

1 

0 8-3 4 



\l -9 5 7/ 

( a U a 12 a 13^ = p 

5 0\ ? 


\ ^21 ^22 a 23 ' 

7 2/ ‘ 



10 .( 


10.06 Stürzen Sie die folgenden quadratischen Matrizen: 
a) 


/0 5\ 

b) 14 

-3 

i\ 

c) 

-14 

2 

7\ 

[6 - 2 ) 

5 

0 

6 


8 

5 

3 


\7 

8 

2/ 


1 

0 

6/ 


10.07 Es sind A = ( ^ g ^ , B = ( 1 5 

Ermitteln Sie A T , B J und C T . 


- 8 ), 


3 \ 

4 
-5 

21 


10.08 Wann hat die Matrix ( 011 012 3 ) 

\<2 2 i a 22 a 23' 


den Rang 1, wann den Rang 2 ? 
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10.09 Wiederholen Sie die Begriffe Koeffizientenmatrix A und erweiterte Matrix A e eines 
Gleichungssystems. 

Was folgt aus Rang A e = Rang A ? 

Was folgt aus Rang A e * Rang A ? 


10.10 Welchen Rang haben die Matrizen? 

/ 1 2 3 \ / 1 0 

A= 4 5 6 Ä= 0 5 

\ 7 8 9/ \4 3 


°\ 

/1 

-2 

3 

— 4 \ 

0 

C= 0 

5 

2 

- 1 

1/ 

u 

7 

8 

9/ 


s 


10.11 Zeigen Sie anhand einiger Beispiele die Richtigkeit der Sätze: 

1. Bei nichtsingulären quadratischen Matrizen stimmen Rang und Ordnung überein. 1 

2. Der Rang einer rechteckigen m, rc-Matrix ist höchstens gleich der kleineren der 
beiden Zahlen m und n. 

Man schreibt für diesen Sachverhalt: r < Min (m, n ). 

3. Der Rang einer Matrix bleibt unverändert, wenn man parallele Reihen miteinander 
vertauscht. 

4. Der Rang einer Matrix bleibt unverändert, wenn man ihre Zeilen als Spalten und ihre 
Spalten als Zeilen schreibt. 

5. Der Rang einer Matrix bleibt unverändert, wenn eine Reihe mit einer von Null ver¬ 
schiedenen Zahl multipliziert wird. 

6. Der Rang einer Matrix bleibt unverändert, wenn man irgendeine mit einer beliebigen 
Zahl k multiplizierte Reihe zu einer parallelen Reihe addiert. 

7. Eine quadratische Matrix 2 hat den Rang r, wenn sie sich durch die in 3. bis 6. ge¬ 
nannten Umformungen in eine Dreiecksmatrix überführen läßt, bei der a A 1 * 0; 
a 22 =t= 0; a rr * 0 und fl r+1>r+1 = ... = a nn = 0 gilt. 3 


BEISPIELE 

Wir bestimmen nun mit Hilfe der in Aufgabe 10.11 angeführten Sätze den Rang einer Matrix. 
/ 1 2 5\ 

6. Es ist der Rang von A = 2 4 — 3 zu ermitteln. 

\ — 3 0 2 / 

Lösung: 

. . . I 1 2 

Wir rechnen z\ = z 2 - 2 • z 1 Somit: B = 0 0 

\ — 3 0 

Die Matrix B hat den gleichen Rang wie die Matrix A. 

Wir erkennen: B und damit auch A haben den Rang 3. 



1 Eine quadratische Matrix heißt singulär, wenn der Wert der ihr zugeordneten Determinante gleich Null ist. 
Definition: Eine n, zi-Matrix hat die Ordnung n. 

2 Man kann jede rechteckige Matrix durch Hinzufügen einer entsprechenden Anzahl von Zeilen oder Spalten mit 
lauter Nullen in eine ranggleiche quadratische Matrix verwandeln. 

3 Beachten Sie: Wenn in der Hauptdiagonale ein Element 0 auftritt, so muß überprüft werden, ob es möglich ist, 
durch Reihenvertauschung ein von 0 verschiedenes Element an dessen Stelle zu bringen! 
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7. Der Rang von A = 


2 3 4 

6 7 8 

10 11 12 


ist zu ermitteln. 


Lösung: 

Der Rang einer 3,4-Matrix kann höchstens 3 sein. 

Unser Ziel ist zunächst die Überführung der gegebenen Matrix in eine quadratische Dreiecks¬ 
matrix. Dies erreichen wir auf folgende Weise: 

1. z\ = z 2 -5z a 

Z 3 = Z 3~ 9z l 

Um eine quadratische Matrix zu erhalten, fügen wir eine vierte Zeile mit lauter Nullen an. 

I I 2 3 4\ 

0-4-8 -12 
0 -8 -16 -24 
0 0 0 0 


2. Nun müssen wir & 32 = - ^ in Null überführen. 
Daher: z* 3 =z 3 -2z 2 


Wir erhalten: 


/I 2 3 4 

0 -4 -8 -12 

0 0 0 0 

\0 0 0 0 


3. Wir haben die Matrix A in die Dreiecksmatrix C übergeführt, in deren Hauptdiagonale 
zwei von Null verschiedene Elemente stehen. Daraus folgt: Die Matrix A hat den Rang 2. 


10.2 Matrizenoperationen 


Addition und Subtraktion von Matrizen 


A (m,n) ±B (m,n) :=C (m,n) ** Für jedes Element c ik gilt: c ik = a ik ±b ik 

Zwei m, n -Matrizen werden addiert bzw. subtrahiert, indem man die entsprechenden Elemente 
addiert bzw. subtrahiert. 


Die Addition und die Subtraktion sind nur für Matrizen vom gleichen Typ definiert! 

Aus der Definition und den Rechengesetzen folgt: 

A + B = B + A Die Addition von Matrizen ist kommutativ. 

A + (B + C) = (A+B) + C = A + B + C Die Addition von Matrizen ist assoziativ. 

A + O =A O ist ein neutrales Element bezüglich der Addition und der Subtraktion 

von Matrizen. 
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Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl 


Wegen A + A = 2A; A +A +A = 3A usw. ist naheliegend zu definieren: 



k | k a ^ 2 • * 

• ka X„ \ 

k • A = A • k = 

kü2\ *" 

. ka 2n 


\ ka ml ka ml ' 

■■ ka mnl 

Eine Matrix wird mit einer Zahl k multipliziert, indem man jedes Element der Matrix mit k 

multipliziert. 




Leicht läßt sich zeigen: k(l A) = (kl) A = kl A 
(k ± l)A = kA ± IA 

Beachten Sie den Unterschied zum Rechnen mit Determinanten. Es ist: 


1 6 

2 \ 

/ 30 

10 \ 

* I 6 

2 


30 

10 

W 

o) - 

\ 35 

o) 

und 5 ■ y 

0 

- 

7 

0 


Multiplikation von zwei Matrizen 


C = A B 


c ik=Zi( A y s k w= i - 


7 = 1 


Jk 


ist das skalare Produkt des Men Zeilenvektors von A mit dem k -ten Spaltenvektor von B. 


Leicht ist die Multiplikation einer m, «-Matrix A mit 
einer n, /?-Matrix B mit Hilfe des nach Falk be¬ 
nannten Schemas durchzuführen. 

Das Element c ik der Matrix C=A B steht im 
Schnittpunkt der i -ten Zeile von A und der k -ten 
Spalte von B. 



Zwei Matrizen können nur dann miteinander multipliziert werden, wenn die Spaltenanzahl der 
ersten Matrix gleich ist der Zeilenanzahl der zweiten Matrix. 


Im allgemeinen ist die Matrizenmultiplikation nicht kommutativ: AB * BA 

Bei quadratischen Matrizen kann es Vorkommen, daß AB = BA ist. In diesen Fällen spricht man 

von kommutativen Matrizen. 
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Ohne Beweis seien folgende wichtige Sätze angeführt: 


1 . Für die Matrizenmultiplikation gilt das assoziative Gesetz. 

Es ist: (AB) C = A (BC)=ABC 

Beachten Sie: Die Reihenfolge der Faktoren darf nicht geändert werden! 

2. Aus der Definition der Matrizenmultiplikation folgt der für das praktische Rechnen wichtige 
Satz: 

(AB) t = b t a t 

Die Transponierte eines Produkts zweier Matrizen A und B ist gleich dem Produkt der Trans¬ 
ponierten B t und A t 

3. Es gilt für quadratische Matrizen: det (AB) = det (BA) = det A • det B 

4. Es gilt für quadratische Matrizen: A • O = O A = O 

A E = E A=A 

Umkehrung: AB = A v BA = A => B = E 


BEISPIELE 


/I 

2 

3\ 

I 4 

2 

0\ 

p 

1 

2 

ä=o 

1 

5 


0 

5 / 

\2 

3 

0 / 


Lösung: 

c ik = Skalarprodukt der i -ten Zeile von A mit 
der k -ten Spalte von B. 


1. 2. 3. 





*i. 

4 

2 

0 

B = 

c 


2. 

0 

1 

5 



2. 

3 3 ' 

2 

3 

0 

l. 

1 

2 

3 

c n 

C 12 

C 13 

2. 

0 

1 

2 

C 21 

C 22 

C 23 

3. 

4 

0 

5 

C 31 

C 32 

C 33 


c n = l - 4 + 2 -0 + 3 -2 = 10 


c 21 = 0-4 + 1 -0 + 2-2 = 4 


c 3i = 4'4 + 0- 0 + 5- 2 = 26 
Es ist somit: 


c 12 = l-2 + 2-1 + 3-3 = 13 
c 22 = 0- 2 + 1- l+ 2- 3 = 7 
c 32 = 4 • 2 + 0 • 1 + 5 • 3 = 23 


C| 3 = l -0 + 2- 5 + 3- 0 = 10 
c 23 = 0- 0 + 1 • 5 + 2 • 0 = 5 
c 33 = 4- 0 + 0- 5 + 5- 0 = 0 


/I 2 3 \ / 4 2 0\ /10 13 10\ 

0 1 2 - 0 1 5=4 7 5 

\ 4 0 5 / \ 2 3 0/ \ 26 23 0/ 


2. A = (1 4) B= (l) A B = C 

Lösung: 

c u = 1-5 + 4-6 = 29 
AB = (29) 



5 

6 

1 

4 

c n 






























114 


10. Matrizenrechnung 


AUFGABEN 


Gegeben sind die Matrizen: 


I 5 

-3 

2\ 

/I 

5 

2 \ 

/ 

1 

4 

1 

2 

0 

3 

c= 

\6 

5 

-7/ 

\ 7 

14 

12/ 

\ 


(1 1 12 2 1 \ 

u \3 -1 230/ 


F = 


1 3 
1 -1 

12 2 

2 3 

1 0 / 


3 7 | 

-2 4) 


Berechnen Sie: 

10.12 a ) A+B b) 

10.13 a) A B b) 

10.14 a) 4A - 5B b) 


A-5 

c) C + D 

B A 

c) C F 

6C-2D 

c) A - 3B 


d) D - C e) A + 3E 


10.3 Kehrmatrix 

Wir haben bereits in Band 3 die Definition der Kehrmatrix und die Berechnung der inversen Matrix 
einer nichtsingulären 2, 2-Matrix kennengelemt. 

A sei eine quadratische nichtsinguläre Matrix 1 . 

Die Matrix A _1 heißt die Kehrmatrix oder inverse Matrix von A, wenn gilt: 

A A _1 =A _1 A = E 


Die Kehrmatrix zu A = (^ n lautet: A 1 - ( ^ 22 ^ 12 ) 

\ a 2 i «22 / detA \-ö 2 i a \\) 


^ In der nichtsingulären 2, 2-Matrix werden die Elemente der Hauptdiagonale vertauscht und die 
Vorzeichen der Elemente der Nebendiagonale geändert! 

BEISPIEL 



1 Eine Matrix A heißt nichtsingulär, wenn detA * 0 ist. 
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Berechnung der Kehrmatrix 


Um die Kehrmatrix A 


wir wieder von der Definitionsgleichung AA =E aus. 


hl 

^12 

*13^ 

l a 11 

ö 12 

ü \3 

hi 

^22 

b 23 

zu A = I fl 21 

fl 22 

a 23 

hi 

^32 

b 33 1 

\ a 31 

a 32 

a 33 


Es gilt: 

b u 

b \ 2 

*13 

b 2\ 

b 22 

b 23 

b 3\ 

b 32 

b 33 

AH 

a \2 

ö 13 

1 

0 

0 

a 2\ 

a 22 

a 23 

0 

1 

0 

a 3\ 

a 32 

a 33 

0 

0 

1 


und somit: 


zu ermitteln, gehen 


fl 21 ^11 + a 22 b 2\ + a 23 b 3\ ” ^ fl 21^12 + a 22 b 22 + a 23 b 32 ~ ^ fl 21^13 + a 22 b 23 + a 23 b 33 ~ ® 


Aus dem ersten linearen Gleichungssystem in den Variablen v b 2 v b 31 erhalten wir 1 : 


v= 


1 

0 

0 

a \2 

a 22 

a 32 

«13 

a 23 

a 33 

h — 

Ö 11 

Ö 21 

fl 3 l 

1 

0 

0 

fl 13 

ü 23 

a 33 

h ~ 

a 2\ 

fl 3 l 

a \2 

ü 22 

ü 32 

1 

0 

0 




°2\ 




°3\ 




Ö 11 

a \2 

a \3 


flu 

a \2 

a \3 


All 

a \2 

ö 13 

Ö 21 

a 22 

a 23 


a 2\ 

ü 22 

ü 23 


a 2\ 

a 22 

a 23 

a 3\ 

a 32 

ü 33 


a 3\ 

a 32 

a 33 


ü 3\ 

a 32 

a 33 


Wir bezeichnen die Koeffizientendeterminante mit detA bzw. mit D. 


Die Zählerdeterminante von b iv also 


1 ö. 

0 a ; 

0 fl. 


*12 

a \ 3 

l 22 

a 23 

l 32 

a 33 


ist gleich der Adjunkten 2 « 11 von detA, 


wie wir aus der Entwicklung von D nach der ersten Spalte erkennen. 

1 
0 

0 ßo 


Es gilt: 


*12 

l 22 

a \3 

a 23 


. 1 a 22 
a 32 

a 23 1 
ö 33 1 

l 32 

a 33 





b 

«n 

b~ = 

a i2 


u \ 1 

D 

21 

~D 


13 

D 


Wenn B = ( b ik ) die Kehrmatrix von A = ( a ik ) ist, so gilt für jedes Element b ik : 


b., = 

ik 


”ki 

D 


1 Cramer-Regel 

2 Auf Seite 102 wurde definiert: Die mit dem Faktor (-1)' + * multiplizierte Unterdeterminante A. k heißt 

Adjunkte a. k . 
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Wir erhalten somit: 


! 1 

/« n 

«21 

«3t \ 

A 1 = -—— 
detA 

«12 

«22 

«32 

\«13 

«23 

«33 / 


^ Wir erkennen den Lösungsweg für die Ermittlung von A 1 : 

1. Man berechnet zunächst detA. 

Nur wenn detA 4= 0 ist, existiert A~ ] . 

2. Man ersetzt in A alle Elemente a ik durch deren entsprechende Adjunkte a ik . 

3. Man stürzt die Matrix (a ik ). 

Die so erhaltene Matrix, hier \ a 10 ], heißt adjungierte Matrix von A und 


/ «11 

«21 

«31 

«12 

«22 

«32 

' «13 

«23 

«33 

bezeichnet. 



4. Man dividiert die adjungierte Matrix durch detA. 


BEISPIEL 

2. Es ist die Kehrmatrix zu A = 

Lösung: 

1. detA = - 24 (Siehe Seite 104) 

2. «„ = (+!)• I l \ I =-16 


4 3 5\ 

2 5 7 zu ermitteln. 

-4 3 1/ 


«12 = (-D- 


2 7 
4 1 


- 30 usw. 


(«;*) = 


-16 -30 26 \ 

12 24 -24 

- 4 -18 14/ 


3- 4 dj = 


/-16 

12 

- 4 \ 

/- 8 

6 

" 2 \ 

-30 

24 

-18 =2- 

-15 

12 

-9 

\ 26 

-24 

14/ 

\ 13 

-12 

V 


4. A" 


1 

detA 


A adj 12 


-8 6-2 
-15 12 -9 

13 -12 7 


= --4 -15 


12 


6 -2 
12 -9 


13 -12 
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AUFGABEN 


Von den Matrizen ist jeweils die Kehrmatrix zu ermitteln: 


10.15 a) 13 5\ 

h) / 7 2 \ 

c) 19 1\ 

\o V 

\ 3 -l) 

( 5 -2} 


10.16 a) | -1 2 | 


10.17 a) 


b) 


(-; i) 


c) 


(-f-3) 


1 

0 

~ 3 \ 

b) / 2 

0 

0 \ 

c) / 6 

5 

2 

7 

0 

1 

-5 

3 

2 

1 

4 

1 

01 

\2 

1 

0/ 

\-3 

-4 


10.18 a) 14 - 1 5 

7 0 0 

\5 -3 4 




Determinante der Kehrmatrix 

Auf Seite 113 haben wir für quadratische Matrizen angeführt: detAZ? = detA • detZ? 
Wir wenden diesen Satz auf A • A -1 =E an und erhalten: 
det(A • A -1 ) = detA • detA -1 = detZs = 1 


Somit gilt: 

det (A ~ 1 ) = V 

v ' detA 

Die Determinante der Kehrmatrix ist gleich dem Kehrwert der Determinante der Ausgangs¬ 
matrix. 


Zu BEISPIEL 2 (Seite 116): 

4 3 5 

A = | 2 5 7 

-4 3 1 


detA = - 24 




-8 6-2 
-15 12-9 

13 -12 7 


det(A -1 ) = 


12 


. 72 = - — 
3 /Z 24 


det(A_1) =i 


Kehrmatrix einer Transponierten 


(aV = (A -1 ) T 

Die Kehrmatrix einer Transponierten ist gleich der Transponierten der Kehrmatrix. 


Wir erkennen: Transponieren und Invertieren einer Matrix sind in der Reihenfolge vertauschbar. 
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Kehrmatrix einer symmetrischen Matrix 

Wenn A eine symmetrische Matrix ist, so gilt: 

(1) A=A J Definitionsgleichung 

(2) (A 1 )- 1 = (A’ 1 ) 7 

Wir ersetzen A T des Linksterms der zweiten Gleichung durch A und erhalten: A -1 = (A -1 ) T 

^ Die Kehrmatrix einer symmetrischen Matrix ist symmetrisch. 


Kehrmatrix eines Matrizenprodukts 


(Atf)“ 1 =B ] -A" 1 

Die Kehrmatrix eines Matrizenprodukts ist gleich dem Produkt der Kehrmatrizen der beiden 
Faktoren in vertauschter Anordnung. 


AUFGABEN 

10.19 Beweisen Sie den Satz: (A T ) _1 = (A -1 ) T Anleitung: (A B) T = B J • A T A • A -1 = E 

10.20 Zeigen Sie die Richtigkeit des Satzes (A T ) -1 = (A _1 ) T , indem Sie die Kehrmatrix von 

/ 1 2 5 \ 

A = I 2 — 1 0 1 berechnen. 

\0 0 3/ 

10.21 Zeigen Sie die Richtigkeit des Satzes (AZ?)“ 1 = B x • A -1 anhand der Matrizen: 


/I 

0 

4 \ 

1 2 

0 

4 \ 

5 

1 

2 , 

B= 1 

1 

0 

\ 3 

0 

0/ 

\l 

-1 

0/ 


10.22 Beweisen Sie den Satz: (A • B) 1 = B 1 • A 1 


10.4 Lineare Matrizengleichungen 




Gleichungen, in denen Matrizen als Variablen Vorkommen, heißen Matrizengleichungen. 


Der Einfachheit halber beschränken wir uns auf nichtsinguläre quadratische Matrizen. 


^ Beachten Sie: Wenn die Lösung einer Matrizengleichung eine n , n-Matrix ist, so bedeutet das 
die Ermittlung von n 2 Zahlen! 
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Die wichtigsten Äquivalenzumformungen sind: 



A + C = B + C 
A-C = ß-C 
c • A = c B 



A B 

c =t= 0 

A=B <=> 

c c 

C A = CB 

A C = B C 

A t = ß T 
, A~' = B 



Wir zeigen die Auflösung einfacher linearer Matrizengleichungen anhand einiger Beispiele. 


BEISPIELE 



/ 4 

2 

°\ 

/~ 3 

1 

°\ 

1 . 

Die Gleichung 31-1 

0 

-2 =X + 

2 

5 

0 ist zu lösen. 


\0 

-3 

0/ 

\-3 

-4 

0/ 


1-3 1 0\ /4 2 0\ 

Lösung: Es gilt: 3 X -X = 2 5 0 + 1 0 -2 

\ — 3 -4 0/ \0 -3 0 / 


/ 1 

3 

0\ 

j 

1 0,5 

1,5 

0 

2AT= 3 

5 

-2 

a: = 

1,5 

2,5 

-1 

\ -3 

-7 

0/ 

! 

(-1,5 

-3,5 

0 



P 1 

2\ 

/° 

1 

— 2\ 

2. 

Die Gleichung X A = B mit A = 3 4 

6 

und B = 0 

1 

0 ist zu lösen. 


\ 2 3 

— 4/ 

\i 

0 

2/ 


Lösung: XA = B <*> XAA 1 = B • A 1 
X = B ■ A _1 

I 4,25 -1,25 0,25 

Wir ermitteln zunächst: A _1 = — 3 1 0 

\-0,125 0,125 -0,125 
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3. Drehung des Koordinatensystems 

Zwischen den Koordinaten des Punkts (x 0 1 y 0 ) im 
schwarz gezeichneten Koordinatensystem und den 
Koordinaten desselben Punkts (* 0 | y 0 ) im rot gezeich¬ 
neten Koordinatensystem besteht die Beziehung: 

-O / cosa sina\ 

v =D- v mit D= \ . 

V 0 J 1 y 0 J \-sma cosa/ 



Wir multiplizieren beide Seiten der obigen Gleichung von links mit D 1 und erhalten: 


= D 1 


mit D 


I cos a — sin a \ 
= \sina —cosa/ 


Zum Beispiel: x 0 = 2 ; y 0 = 6; a = 45°: 

cos 45° sin 45° ^ (2\ _ 1 

■ ■ ■ w 




cos 45 ° - sin 45 ° ^ 
sin 45 ° cos 45 ° . 



4 TP 

1(1 - 1 \ 

41/T' 

r 2 

A fVl (2\ 

J‘ 

ii~2 

ii 

2 / 2 " 

- U 

To' 

II 

o' 


AUFGABEN 


Ermitteln Sie die Matrix X. 

10.23 Es ist X = A B-3C 

/5 3—6 2 

mit: A = 11 — 2 0 3 

\4 0 0 -1 


B = 



10.24 Es gelte Y=(E-A)X mit: 


l 2 \ 

I 3 

0 

0\ 

4 

und A = 0 

-2 

1 

\5 / 

\o 

0 

-1 


1000\ 

/ 0,5 

0,1 

0,2' 

1500 und 

A = 0,1 

0,5 

0,1 

2500/ 

\0,2 

0,2 

0,5; 
















10. Matrizenrechnung 


121 


10.5 Matrizendivision 

Die Multiplikation reeller Zahlen ist kommutativ, es gibt daher genau eine Umkehraufgabe. 

Aus ax = b folgt für a = 1=0: x = - 

a 


Die Multiplikation zweier Matrizen ist nicht kommutativ, es gibt zwei Umkehraufgaben. 


Es seien A und B quadratische Matrizen von gleichem Rang, außerdem sei detA =4= 0. 
Es gilt dann: 


A ■ X = B 

1 

Y ■ A = B 

ii 

B 

Y A-A~' =B A~ 

EX = A~' 

B 

Y E = B A~ 

X = A~' 

B 

Y = B ■ A~ 


Wir haben det A 4= 0 vorausgesetzt. Somit existiert die Kehrmatrix A 1 2 . Es sind daher beide 
Gleichungen in der angegebenen Weise lösbar. 


BEISPIEL 


1. Gegeben sind die Matrizen 


1 1 1\ / 2 3 1 

0 1 0 und B= 0 -1 3 

0-11/ \4 1 0 


Es sind die Divisionsaufgaben A • X = B und Y • A = B zu lösen. 
Lösung: 


A ■ X = B führt auf X = A“ 1 B 
Y A=B führtauf Y = B ■ A~' 


Es ist A 


-J 


Somit gilt: 


2 

3 

1 





0 

-1 

3 





4 

1 

0 


1 

-2 

-1 

-2 

4 

-5 

X = 

0 

1 

0 

0 

-1 

3 


0 

1 

1 

4 

0 

3 


* = 



4 

-1 

0 


-5 

3 

3 



1 Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit A 1 . 

2 Wir multiplizieren diese Gleichung von rechts mit A~ 
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AUFGABEN 

10.25 Führen Sie die Divisionsaufgaben A • X = B und Y A = B durch. 



10.6 Matrizenschreibweise eines linearen Gleichungssystems 


Das Gleichungssystem 


Ax x 

+ 3*2 + 5*3 = 

19 

2x a 

+ 5x 2 + 7 jc 3 = 

15 

- 4 jr , 

+ 3*2 + * 3 = 

-13 


kann in Matrizenform folgendermaßen geschrieben werden: 

l 2 5 7 ) • ix]) = ( 15 ) oder A *=' 

\ —4 3 l/ [xj \-13/ oder A X = R 


I 4 3 5\ 

A = 2 5 7 

\ —4 3 1 / 



heißt Koeffizientenmatrix. 


heißt Lösungsmatrix (Lösungsvektor). 


ist die Matrix (der Vektor) der konstanten Glieder, der „rechten Seite“ 
der Gleichungen. 


Allgemein: 



+ 

^*12 *2 

+ ., 

.. + 

°\ n X n 

= r l 

*21 *1 

+ 

**22 *2 

+ .. 

.. + 

a 2 n X n 

= *2 

*«i*i 

+ 

a n 2 X 2 

+ .. 

.. + 

a nn X n 

= r n 


ist ein System von n linearen Gleichungen in den n Gleichungsvariablen x v Jt 2 , ..., x n . 
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Man bezeichnet 


i 

l a u 

a \ 2 " 

• ü \n \ 

H 

Ö 21 

a 22 •• 

Ü2n als Koeffizientenmatrix, 

i 

l 

a n2 - 

• a nJ 


l a u 

<3 12 . 

” a \n G\ 

4 = 

a 2\ 

a 22 • 

a 2n r 2 a i s erweiterte Matrix des vorliegenden Systems. 



a n2 • 

” ü nn r nl 


Man kann die Lösungen x,, x 2 , ..., x n als Lösungsvektor auffassen: 



Man kann die Freiglieder r v r 2 , ..., r n (die „rechte Seite“) als Vektor auffassen: 



In Matrizenschreibweise kann man ein lineares Gleichungssystem kurz schreiben: 

A X = R 


Falls R =t= O ist, also mindestens eine „rechte Seite“ von Null verschieden ist, spricht man von 
einem inhomogenen Gleichungssystem. 


Ein System von n linearen Gleichungen in n Variablen ist genau dann eindeutig lösbar, wenn 

detA * 0 

gilt, wenn also A eine nichtsinguläre Matrix ist. 


Wir multiplizieren nun beide Seiten der Gleichung 

AX = R 

mit A _1 , der Kehrmatrix der Koeffizientenmatrix A. 

A -1 ■ A X = A -1 R 


Es ist A 1 • A = E und daher gilt: 


Die Lösung des inhomogenen Gleichungssystems A • X = R lautet: X = A 1 • R 
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BEISPIELE 

1. Das Gleichungssystem 
Lösung: 

AX = R A 


3x-2y = -\ 


x+2y= 5 

■(! D 


ist zu lösen. 


Es ist A 1 = 


R = 


n 


und folglich 




x=\ 




-1 



5 

1 

1 




1 

4 

4 

1 

3 


— _ 


2 

8 

8 



y = 2 


2 . 


4x 1 + 3x 2 + 5* 3 = 19 

Das Gleichungssystem 2x 1 + 5x 2 + lx 3 = 15 ist zu lösen. 

- + 3x 2 + x 3 = — 13 

Lösung: A X = R X = A -1 • R 



4 

3 

5\ 

/ 19\ 

/- 8 

6 

— 2\ 

A = 

2 

5 

7 R = 

15 A " = -T2- 

-15 

12 

-9 


1-4 

3 

1/ 

1 - 13 / 

13 

-12 

7/ 



19 

15 

-13 

- 8 

6 

-2 

3 

-15 

12 

-9 

-1 

13 

-12 

7 

2 


-8-19+ 6-15+ 2-13 = -36 
-15*19 +12-15 + 9-13= 12 

13-19-12-15-7-13 = -24 



Der Rechenaufwand ist bei diesem Verfahren viel größer als bei den üblichen Methoden. 

Für die Programmierung ist das angeführte Verfahren angenehm, falls die Matrizenoperatio¬ 
nen zur Verfügung stehen. 
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10.7 Matrizenrechnung mit DERIVE 

Durch s := [11, 12, 13, 14] 

und t := [21, 22, 23, 24] werden die Vektoren s und F erzeugt. 

Durch u : = [ s, t ] wird die Matrix U erzeugt. 


Auch folgende Eingabe bewirkt das gleiche: 


u := [[11, 12, 13, 14], [21, 22, 23, 24]] 


11 

12 

13 

14' 

21 

22 

23 

24. 


VECTOR (x A 3, x, 1, 4) 


erzeugt den Vektor [ 1, 8 , 27, 64] 


VECTOR ( [x, x 2 , x 3 , fx], x, 1, 3) 


erzeugt die Matrix 


1111 ' 
2 4 8 f2 

.3 9 27 73. 


Wir erzeugen die Einheitsmatrix 4. Ordnung mit: 


IDENTITY_MATRIX (4) 


'1 0 0 0 ' 
0 10 0 
0 0 10 
0 0 0 1 


Wir geben uns folgende Matrizen vor: 

m := [[11, 12, 13, 14], [21, 22, 23, 24]] 
a := [[4, 3, 5], [2, 5, 7], [-4, 3, 1]] 
b := [[2, 5, 4], [-3, 1, -3], [0, 1, 2]] 
r := [19, 15, -13] 


Wir lesen das 3. Element der 2. Zeile der Matrix M mit: ELEMENT (m, 2, 3) 


Wir ermitteln die Anzahl der Zeilen der Matrix M mit: DIMENSION (m) 


Wir berechnen die Determinante der quadratischen Matrix A mit: 


DET(a) 
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Die transponierte Matrix von M erhalten wir mit: 


"11 

21 “ 

12 

22 

13 

23 

14 

24 


Summe, Differenz und Produkt werden durch + - • gebildet: 


Wir berechnen die inverse Matrix der quadratischen Matrix A mit: a A (-1) 

bzw. nach [x] 

Beachten Sie: A • A _1 ergibt die (3, 3)-Einheitsmatrix. 
det (A) • det (A _1 ) = 1 

Nun lösen wir das lineare Gleichungssystem: A • x = r 
x := a A (-1) . r [3, -1, 2] 


0.666666 - 0.5 0.166666 ' 

1.25 -1 0.75 

- 1.08333 1 - 0 . 583333 . 



s : = a + b 

“ 6 8 9 “ 

-16 4 

_ -4 4 3 _ 


Pl = 

a . b 


“-1 

28 

17 

-11 

22 

7 

-17 

-16 

- 23 . 


d : = a - b 

“ 2-2 1 
5 4 10 

_-4 2 -1 


P 2 = 

b . 

a 

“ 2 

43 

49 “ 

2 

-13 

-11 

_-6 

11 9 


Den Quotienten A : B können wir folgendermaßen ermitteln: 



“ 0.821428 

- 0.785714 

- 0.321428 “ 


q : = a • b A (-l) [x] 

0.678571 

- 0.214285 

1.82142 



_- 0.178571 

1.21428 

2.67857 



Hinweis: Die Hilfsdatei VECTOR. MTH enthält zusätzliche Vektor- und Matrizenfunktionen. 
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10.8 Matrizenrechnung mit MATHEMATICA 

Durch s = {11, 12, 13, 14} 

und t = {21, 22, 23, 24} werden die Vektoren j und t erzeugt. 

Durch u = { s, t } wird die Matrix U erzeugt. 

Auch u = {{11, 12, 13, 14}, {21, 22, 23, 24}} bewirkt das gleiche. 


Wir erzeugen die 3, 6-Nullmatrix: 
null = Table[0, {3}, {6}] 

{{ 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 }, { 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 }, { 0 , 0 , 0 , 0 , 0 , 0 }} 

Der Zusatz / /MatrixForm bewirkt die Ausgabe der Matrix null in der gewohnten 
übersichtlichen Zeilen-Spalten-Schreibweise. 


Wir erzeugen die Einheitsmatrix 4. Ordnung mit: 


e4 = IdentityMatrix[4]; 
%//MatrixForm 


Wir erzeugen die 3,3 - Diagonalmatrix mit den Diagonalelementen 5,10 und —20: 


d3 = DiagonalMatrix [5, 10, -20] //MatrixForm 5 0 0 

0 10 0 

0 0 -20 

Nun erzeugen wir eine untere Dreiecksmatrix 4. Ordnung mit den Elementen 1 : 


Table [If[i >= j, 1, 0], {i, 1, 4}, {j, 1, 4} ]//MatrixForm 

10 0 0 
110 0 
1110 
1111 


Wir geben uns folgende Matrizen vor: 


m = 

{{11, 

, 12, 13, 14}, 

{21, 

22, 

23, 24}} 

a = 

{{4, 

3, 5}, {2, 5, 

7}, 

{-4, 

3, 1}} 

b = 

{{2, 

5, 4}, {-3, 1 

, -3} 

, {0 

, 1, 2}} 

r = 

{19, 

15, -13} 





Wir lesen das 3. Element der 2. Zeile der Matrix M mit: m [ [ 2, 3 ] ] 


Wir lesen die 2. Zeile der Matrix M mit: m [ [ 2 ] ] 


Transpose[m] [[4]] 


Wir lesen die 4. Spalte der Matrix M mit: 
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Wir berechnen die Determinante der quadratischen Matrix A mit: Det [a] 

Die transponierte Matrix von M erhalten wir mit: Transpose [m] 

Nun wollen wir eine Teilmatrix aus der 3. und 4. Spalte von M bilden: 

m[ [Range[1, 2], Range[3, 4]] ] //MatrixForm 

Wir ersetzen in der Matrix M das Element m 13 = 13 durch 100 mit: 

m[[l, 3]] = 100; m / /MatrixForm 11 12 

21 22 

+ - • gebildet: 

Wir berechnen die inverse Matrix der quadratischen Matrix A mit: 

akehr = Inverse[a] ; 


akehr//MatrixForm//N 

0.666667 

1.25 

-1.08333 

-0.5 0 

- 1 . 0 
1 . -( 

Beachten Sie: A • A 1 ergibt die (3, 3)-Einheitsmatrix. 
det(A) • det(A _1 ) = 1 


Nun lösen wir das lineare Gleichungssystem 

A -x =7 mit: 


LinearSolve[a, r] 

(3 , -1, 

2} 


Beachten Sie: x = Inverse [a] . r führt zum selben Ergebnis. 
Den Quotienten A : B können wir folgendermaßen ermitteln: 


quotient = a.Inverse[b]; 

0.821429 

-0.785714 

- 

%/ /N//MatrixForm 

0.678571 

-0.214286 

1 


-0.178571 

1.21429 

2 


d = a - b 

p2 = b . a 


Summe, Differenz und Produkt werden durch 

s = a + b 

pl = a . b 


13 14 

23 24 


100 14 

23 24 


1666667 

75 

.583333 


.321429 

82143 

67857 






AUSBAU DER 

INFINITESIMALRECHNUNG 


11. Integrationsmethoden 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die wichtigsten Arten der Integration durch Substitution beherrschen; 

■ drei Fälle der Teilbruchzerlegung für die Integration echt gebrochener Funktionen angeben; 

■ eine echt gebrochenrationale Funktion, deren Nennerpolynom nur einfache reelle Nullstellen enthält, 
integrieren; 

■ eine echt gebrochenrationale Funktion, deren Nennerpolynom auch mehrfache reelle Nullstellen enthält, 
integrieren; 

■ eine echt gebrochenrationale Funktion, deren Nennerpolynom auch einfache komplexe Nullstellen 
enthält, integrieren. 


11.1 Integration durch Substitution 


In Band 3 wurde der einfachste Fall der Integration durch Substitution aufgezeigt. 
Wir haben bereits oft von folgenden Integralen Gebrauch gemacht: 



Zur Erinnerung: F(x ) ist das Symbol für eine Stammfunktion von f(x), also 
F' (x) =f(x) bzw. J f(x) dx = F(x) + C. 

Wir zeigen nun einige weitere einfache Fälle auf. 


1. Fall: Derlntegrand f(x) enthält la 2 -x 2 . 
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BEISPIEL 


1. / = I ) a 2 - x 2 dx (a> 0) ist zu berechnen. 


Lösung: 


Substitution: x = a sin ? 

dx = a cos? • dt 


1 = r a -fl sin t -fl-cosr-d? 


9 f 2 fl 

a I cos t dt = — (? + sin?• cos?) + C 


Es ist: ? = arcsin— sin? = — und cos? = ! 1 - sin ? = 

fl fl 


'l-4 =lfa 2 -^ 2 


Somit erhalten wir: 


f ]/fl 2 -x 2 dx = %r\ 

( .XX 


J 2 1 

[ « a 2 

/ 


+ C 


2. Fall: Der Integrand /(x) enthält 


ait y x 2 - A 2 . 


BEISPIEL 


2. /=J/Ä 


2. /=||/ a: 2 — fl 2 dx (a> 0) ist zu berechnen. 


Lösung: 


Substitution: x = a cosh ? 

dx-a sinh? • d? 


arcosh — = ln [ — + — ]/ x 2 -a 2 1 = ln ( x + ]/ x 2 - a 2 1 - ln a für x a 

a \a a ) v ' 

I = Jfö 2 

= a 2 J si 


sinh ? d ? = — (sinh ? cosh ? - ?) + C 1 


Mit cosh?=— und sinh? = I cosh z ?—1 = 

fl 


—-1 = -1/x z -fl z 
a 2 « 


und f = arcosh- erhalten wir: / = - \x 2 - a 2 - --arcosh - l + C, 

n 7 /7 n n I 


für z 2 = 1 erhalten wir: 


Wegen der Identität arcosh z = ln l z + 


ji/x 2 -ö 2 dx= 


1 x z -fl z dx = ^ x 2 - a 2 - -yln[x + |/ x 2 - a 2 J + C (x > fl) 
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DERIVE 

INT(F(x^2 - a"2), x) 

x 7(x"2 - a"2)/2 - a"2 L0G(f(x A 2 - a"2)+ x)/2 


3. Fall: Der Integrand f{x) enthält I x 2 + a 2 . 


BEISPIEL 


3. 


Lösung: 

I = J1 1 a 2 si 


Substitution: x-a sinh t 

d x = a coshr dt 


sinh t + a ■ a coshr dt = a cosh t dt 


= — (sinhr cosh t + t) + C t 


X X 

— +1 + arsinh - 

n 2 a 


+ C, 


= —yx I x + a +a arsinh - J + C x 
In Band 3 wurde gezeigt: arsinh z = lnl z + 


V77i) 


Es gilt daher: arsinh — = ln I — + — ]/x 2 + a L I = ln {x + f x* + a z ) — ln a 


c 2 + a 2 dx = 1 1x 2 + a 2 + a 2 ln(x + ]/x 2 + a 2 )) + C 


MATHEMATICA 

Integrate[Sqrt[x^2 + a~2] , x] 

(x (a A 2 + x^2) A (1/2 ) + a A 2 Log[x + (a"2 + x A 2) A (1/2 ) ] )/2 


4. Fall: Der Integrand ist eine Funktion von Kreisfunktionen. 

X 

Durch die Substitution tan - = t wird der Integrand umgeformt. 
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x 2 

Aus tan- = t folgt: x = 2 arctan t und dx = - — ■ dt 

2 1 +t 


Bei der Umformung werden folgende Beziehungen verwendet: 


2t 

TT? 


l-r 

TT? 


tanx = 


2; 

1 -t 2 


cotx = 


l-r 

HT 


BEISPIEL 

4. I -4^- ist zu berechnen. 
J sinx 

Lösung: 

Mit sinx = 


2t 

TT? 


erhalten wir: 


Substitution: tan — = t => x = 2arctan£ 
2 

dx= - ■■ d/ 

i+f 2 


f dx [ 1 + r 2 J fdf f dx I 

—— = —-r dt = — = ln f + C —— = ln tan 

J smx J 2t l+r J t 11 J smx 


DERIVE 

INT(1/SIN(x ), x) 


+ C 


LOG(TAN(x/2)) 


AUFGABEN 
Berechnen Sie: 


11.01 a) J- 
11.02 a) J 


dx 


9-x 2 

dx 


Ix 


b) 


b) 


16 -x 2 


dx 


dx 


dx 


c) 


xl 5-x z 


x dx 


l x z -4 


11.03 a) 

jx 2 h 2 + a 2 dx 

b) J 

f (x 2 + 2x) ]/ 

11.04 a) 

r dx 

b) J 

1* dx 

J cosx 

sinx cosx 

11.05 a) 

f dx 

b) J 

f dx 

■ 2 2 

J sin x cos x 

2 + 5cosx 


c) 


dx 


h 

J Sil 


dx 


c) 


sin x cosx 
dx 

2sinx + 3cosx 
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11.2 Rekursionsformeln 


Manchmal ist es möglich, Integrale, die von einem Parameter n (neN) abhängen, durch 
Integrale von gleicher Struktur, aber kleinerem Parameter, auszudrücken. 

Solche Gleichungen nennt man Rekursionsformeln. 


Wie man solche Rekursionsformeln aufsteht, ist aus den folgenden Beispielen ersichtlich. 

ür J sin"x 

-h 


BEISPIELE 

1. Es ist eine Rekursionsformel für 
Lösung: 

Durch Produktintegration \ f g dx = /• G 


xdx mit neN a n^2 aufzustellen. 


/ = sin” 1 jc 


f ={n — 1) sin" L x • cosx 

I n = J sin"xdx 


'Gdx findet man: 
g = sin* 

G = Jg dx= — cosjc 


= - sin" l x cosjc + (n — \) 


sin" j x cosjc + (n 


f 

- 1) J sin" 


'jc cos jc djc 


2 jc (1 — sin 2 jc) djc 


7 n = -sin" 1 x cosjc + (n - 1) I n 2 -(n- 1) I n 


n I n = - sin" l x cosjc + (n - 1) I n 2 


1 n — 1 

Somit gilt: 7 =-sin” -1 jc cosjc +- I 9 

n n n n ~ z 


Die Schlußintegrale sind: I^= J sinjc dx = - cos* + C bei ungeradem n 

7 0 = J djc = jc + C bei geradem n 

r ] 11 

Für n = 2 erhalten wir: I sin 2 jc dx = - - sinjc cosx + - • 7 0 = - (jc - sinjc cosx) + C 

r , i 2 2 i . 2 2 

n = 3: I sin jc djc = - - sin jc cos* + - 7 1 = - - sin x cosjc - - cosx + C 

71/2 

Wir berechnen nun mit Hilfe der Rekursionsformel das Integral J sin 2 *x dx mit ke 


1 


2k-\ 


Es gilt: l 2 k = ~2k Sin x ’ COS * + 


Wegen sin x cosxl =0 gilt: sin^xdx 


71/Z 

ilt: J sin 


2k- 


2k 


71/Z 

- | sin 2 *“ 2 * 


dx 
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Mit I n 


dx = — erhalten wir: I 2 = 


JV / 

jsi: 


4 ~ 4 4 - 4 


1 7t 

2 ‘ 2 


0 

5 5-3-1 

6 6 4 6-4-2 


sin x dx = - 7 Q = - • - 


/ 


sin 2 *xdx = 


1 -3-5- ... • (2A:- 1) 
2-4-6- ... -2 k 


7t 

2 


2. Es ist eine Rekursionsformel für 


* 4 = / 


dx 


(x z + l) 


aufzustellen. 


Lösung: Wirsetzen: / = (x 2 + l) ” +1 


/' = (-i7 + l)(x 2 + l) _n -2x 


Es S ilt: 4 - 1 = / 2 * , +2(n-l)j 

(x z + l) J 


(x 2 + l) n 




(x z + l) 

X 


—-+2(71-1) 

n -1 7 


J ( r 2 + 1 1 " J 


8 = 1 

G= J g dx = x 


dx 


(* 2 + l)" 


(* 2 + l)" 


(x z + l) 


— + 2 ( 17 - 1 ) 7 ^- 2 ( 17 - 1)4 


Es ist somit: 2 (17 -1)7 =- T + (2n-3) I , 

ft O 72 — 1 ft — 1 

(* 2 +o 


also 


x 2/7 — 3 

2 (n —1) (x 2 + l)" 1 2n 2 


3Ö 4-1 " &2 


Schlußintegral 


Für ii = 2: 7~ 


Für 17 = 3: 
f dx 


= 4 = / 


dx 

x 2 + l 


= arctan x + C 


dx 


(x 2 + l) 2 2(^ + 1) + 1 2(^ + 1) 

x 3x3 


\U 


dx 


x 1 

--+ — arctanx + C 


■ + U 


(* 2 + 1) 3 4 (x 2 + 1) 2 4 2 4 (x 2 + 1) 2 8 + l 


+ 77 arctanx + C 


AUFGABEN 

11.06 Stellen Sie jeweils eine Rekursionsformel auf: 

a) I n = J x n e x dx b) I n = J cos^xdx c) I n = J x”sinxdx 
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11.3 Integration durch Teilbruchzerlegung 


Integrale von der Form 


'P(x) 

ÖW 


d* mit 


können durch Zerlegung des Integranden 
Partialbrüche genannt, gelöst werden. 


P(x) = X a t x l und Q(x) = X x l 

i = 0 i = 0 


P{x) . 


ÖW 


in eine Summe von Teilbrüchen, auch 


Wir können uns auf echt gebrochenrationale Terme 1 beschränken, weil man jeden unecht gebro¬ 
chenrationalen Term durch Dividieren von Zähler durch Nenner in die Summe eines ganzrationalen 
Terms und eines echt gebrochenrationalen Terms zerlegen kann. 


BEISPIELE 

x 3 + 5* 2 - 6* + 7 


1. 


jT-2jc+1 


jc + 7 + 


Ix 


-1 


(x + 2) (x-3) 


jc 2 + * + 7 + 


x — 2x + 1 

13*+ 41 


(jc + 2) (*- 3) 


Wir beschränken uns im folgenden auf reelle Polynome P(x), Q(x). Weiters setzen wir, ohne 
Einschränkung der Allgemeinheit, b n = 1 voraus. 

Dann kann Q(x) aufgrund des Fundamentalsatzes der Algebra folgendermaßen in Linear¬ 
faktoren zerlegt werden: Q (*) = (x -x,) (* - x 2 ) ... (* - x n ) 

Ohne Beweis sei der grundlegende Satz für die Zerlegung eines gebrochenrationalen Terms in Teil¬ 
brüche, bei Kenntnis der Nullstellen des Nennerpolynoms, angeführt: 


Jeder echt gebrochenrationale Term läßt sich als Summe endlich vieler Teilbrüche darstellen. 


Wie die Teilbruchzerlegung durchgeführt wird, ist aus den folgenden Ausführungen zu ersehen. 


1. Fall: Das Nennerpolynom hat nur einfache reelle Nullstellen. 

Die Koeffizienten A v ..., A n werden entweder durch Koeffizienten vergleich oder durch Einset¬ 
zen bestimmter Werte bestimmt. 

BEISPIEL 

3 ‘ / (— 2 1)^-3) dx 

Koeffizientenvergleich: 

2*—1 ^2 3) ~^A2^X— 1) 

(x-1) (JC-3) = x^l + x^3 = (x — 1) (x — 3) 

Folglich gilt die Identität: 2x - 1 = Aj(* - 3) + A 2 (x - 1) bzw. 

2x - 1 = (A 1 + A 2 )x + (- 3A t - A 2 ) 


Grad des Zählerpolynoms kleiner als der Grad des Nennerpolynoms. 


























136 


11. Integrationsmethoden 


Diese Gleichung ist genau dann erfüllt, wenn alle entsprechenden Koeffizienten des Links¬ 
und des Rechtsterms übereinstimmen. 

x’ 2 = A .[ + A 2 
x Q : - 1 = - 3 A 1 - A 2 

Aus diesem Gleichungssystem erhalten wir: Aj = A 2 = — 


Einsetzen bestimmter Werte: 

2x-l ^2 

(x-l)(x-3) x-l + x-3 

2jc — 1 = A 1 (x-3)+A 2 (x-l) 


Diese Identität ist für alle Belegungen von x gültig. Um besonders einfache Beziehungen zu 
erhalten, wählen wir x = 1 und x = 3 als Belegungen. 

x = 1 l=-2A t => A 1 = —— 

5 

x- 3 5 = 2A 2 => A 2 = - 

MATHEMATICA 


Integrate[(2 x - l)/((x - l)(x - 3)), 

(-Log[ 1 - x] + 5 Log[ 3 - x])/2 

x] 

Die Partialbruchzerlegung kann man mit der Funktion Apart durchführen. 

Apart[(2x - 1)/((x - l)(x - 3))] 

5 1 

2 (— 3 + x) 2 (— 1 + x) 


2. Fall: Das Nennerpolynom hat mehrfache reelle Nullstellen. 


Es gilt, wenn b n = 1 ist: 


Q ( X ) = (x-x,)\x- x 2 ) k2 ...(x- x r ) kr 
+ k 2 + ...+k r = n 
Ansatz: 

P(X) _ ^11 | A 12 [ [ ^1 | | A rl [ ^r2 | | ^ rk r 

ö(x) X-X t (x-Xj ) 2 (x-x ^* 1 X-X r (x-X ,.) 2 (x_x r )* r 
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BEISPIEL 


4. 



ist zu berechnen. 


Lösung: 


Ansatz: 


1 


jc (jc-1) 


ABC 

X + y 2 + JC - 1 


Es gilt: 1 = Ax (jc- 1) + B (jc- 1) + Cx 


x = \ 1 = C =» C= 1 

x = 0 1 = -B => ß = -l 

x-2 1=2A-1-1+4 => A = -1 


1 

x 2 (x-l) 



_ 1 _ 1 1 
* x 2 + *-l 

= — ln | jc | + ~ + ln | jc — 11 + C 


djc 


+ I + C 

JC 


DERIVE 

INT(1/ (x~3 - x^2) , x) LOG(x - 1) - LOG(x) + 1/x 


Die Partialbruchzerlegung kann man mit der Funktion EXPAND durchführen: 

EXPAND(l/(x"3 - x"2) - - -^ 

x-1 x 2 


Beachten Sie: EXPAND (1 / (x ^ 2 - 2)) erzeugt 


x 2 — 2 


l/(x^2 - 2) expand Nach Wahl des Menüpunkts 

fi fi 


radikal 


erhalten wir: 


A(x-fl) 4 (x+fl) 


3. Fall: Das Nennerpolynom hat einfache komplexe Nullstellen. 

Da wir reelle Polynome vorausgesetzt haben, treten komplexe Nullstellen paarweise auf; zu jeder 
Nullstelle existiert auch die konjugiert komplexe. 

Das Produkt der entsprechenden Linearfaktoren hat die Form jc 2 + p x + q mit 4 q - p 2 > 0. 
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Wenn das Nennerpolynom nur einfache komplexe Nullstellen hat, so kann der Integrand in Teil- 
A.x + B 

brüche der Form —- zerlegt werden. 

x + px + q 

[ Ax + B ^ läßt sic ^ a j s s umme von K ■ \n \ x 2 + px + q \ und einer Arkustangensfunk- 


x +px + q 


tion darstellen. 


BEISPIELE 


5 - h 


dx 


- 2x + 5 


ist zu berechnen. 


Lösung: 

Das Nennerpolynom hat die konjugiert komplexen Wurzeln x t = 1 + 2j und jc 2 = 1 — 2j. 
Das gegebene Integral läßt sich durch einen Arkustangens ausdrücken. 

Wir gehen folgendermaßen vor: 


f dx 

f dx 

f dx _ i r 

J x 2 -2x + 5 * 

' U 2 -2a:+1) +4 _ • 

1 (x-1) 2 + 4 ~ 4 J 


1 x-1 

- • 2 arctan + C 


It-: 


dx 1 x-\ 

- = — arctan —=— + C 

2x + 5 2 2 


MATHEMATICA 

Integrate[1/(x^2 - 2 x + 5), x] -ArcTan[2/(-1 + x)]/2 

f Ax + B 


x +px + q 
Ax + B 


-dx 


h 


f 

j x +px + q J 


dx (mit/? - 4q<0 ) ist zu berechnen. 

2x+p 2B-Ap f dx 


+ px + q 
dx 


A [ 2x + p 2B-Ap f 

= J ~2 - dx + - 9 - 

X +DX + Ü Z J 


x +px + q 
dx 


= 4 


9 I 2 
^ J X + px + q 

dx 


p) 2 p 2 J (2x + p) z + 4q-p z 
x+ ö + ^"^T 


4 q~P 


I 


4 

dx 


2 2x + p 

- arctan - r- - + C, 


2x + p 

/W 


, fw ^ 


4? -p 


Somit erhalten wir: 


J X +DX 


B 


x +px + q 


-dx = —ln (x^ + px + q) + 


2B-Ap 
]/ 4q—p 2 


arctan 


2 x + p 

Ta <?-p 2 


+ c 
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Mit MATHEMATICA erhalten wir: 

Integrate[(a x + b)/(x^2 + p x + q), x] 


(2 b-a p)ArcTan 

p + 2 x 



Sqrt[-p 2 + 4 q] 

^ a Log[q + p x + x 2 ] 


Sqrt[-p 2 + 4 q] 

DERIVE liefert dasselbe Ergebnis in schwer lesbarer Form: 

f a x + b 


dx 
z 

x + p • x + q 

2 • x+ ]f (p 2 - 4 • q) +i 


p • LN 


2 • x- ]f (p - 4 • q) 


+ P. 


+ V (p 2 - 4 ■ q) - LN (x 2 + p • x + q) 


2 • V (p 2 — 4 • q) 


b • LN 


2 • x + f (p 2 - 4 • q) +i 


2-x-f (p 2 — 4 • q) 


+ P- 


V (p 2 — 4 • q) 


^ Die Behandlung des 4. Falls - das Nennerpolynom besitzt mehrfache komplexe Wurzeln - über¬ 
schreitet das Ziel dieses Buches. 


AUFGABEN 

Berechnen Sie die Integrale mittels Teilbruchzerlegung. 

3x-l 


11.07 a) J 

r 3 *- 5 d 

1 (x-2) (x + 4) ■ 

11.08 a) J 

r 10x + 5 , 

9 dx 

x-7x + 12 

11.09 a) J 

r 

(*+n 2 

11.10' a) J 

f * 3 + l 


x 2 (x-l) (x + 2) 

11.11 a) J 

f * +2 d* 

x— 4x + 7 

11.12 a) 

\ f-' 0« 

J 

x 2 + x + 2 

11.13 2 a) 

f 2x 2 -1 4 

1 4 2 d * 

J 

x 4 + x 2 + l 


k b) 

b) 

b) , 
dx b) J 

b) I 


(x + 5) (x-2) 
3x 2 -2x + 1 


x(x-5) (x + 7) 


dx c) 


dx c) 


* 5x - 3x + 2 
O-l ) 3 


-dx 


x z + l 


7 dx 
x J + x 4 

3x- 5 

x 2 + 6x + 12 
.2 


-dx 


- m 

»/ 


4x +3 


x 2 (x 2 -x + 1) 


dx 


4x-5 


-dx 


x z + 2x-15 

4x + 5 


(x-1) (x+1) (x-6) 


dx 


c) 

c) 

c) 

C) 


r 3x — x + 1 
x (x - 3) 2 
r 3x?-x + 2 . 
x 2 (x+l) 2 

r 7x^5 

x 2 - 2x + 4 
2 

-dx 

X v 

r 2x^ + x-5 

x(x 2 + x+l) 


-dx 


dx 


-dx 


(x 2 + l 

w 


-dx 


zusätzlich mit MATHEMATICA. 


2 zusätzlich mit DERIVE. 












































12. Unendliche Reihen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Konvergenz oder die Divergenz einer unendlichen Reihe mit Hilfe einer Vergleichsreihe nachweisen; 

■ die Konvergenzbedingung für alternierende Reihen angeben; 

■ die Konvergenz alternierender unendlicher Reihen untersuchen; 

■ das Quotientenkriterium für die Konvergenz von unendlichen Reihen mit nur nichtnegativen Gliedern 
angeben; 

■ die Konvergenz von unendlichen Reihen mit Hilfe des Quotientenkriteriums untersuchen; 

■ den Fehler beim Abbrechen einer Taylor-Reihe schätzen; 

■ die Euler-Formel angeben. 

Wir haben bereits in Band 3, Abschnitt 28, die Grundlagen der unendlichen Reihen besprochen und 
werden diese Ausführungen vertiefen und erweitern. 


12.1 Vergleichsbedingungen für Reihen mit lauter nichtnegativen 
Gliedern 


Es sei + v 2 + v 3 + ... ( v i 0) eine unendliche Reihe, deren Konvergenz bekannt ist. 

Die Reihe a^+ a 2 + a 3 + ... ist sicher konvergent, wenn für fast alle Glieder die Beziehung 
gilt: 0 • ••’ 

Man nennt diese Bedingung Majorantenkriterium. 

Analog gilt: 

v 1 + v 2 + v 3 + ... {v t > 0) sei divergent. 

a 1 + a 2 + a 3 + ... ist sicher divergent, wenn für fast alle a i die Beziehung gilt: a i v t 


BEISPIELE 

1. Gegeben sei die harmonische Reihe 


, 1 1 
1 4- — + — + . 

2 3 


Um ihre Divergenz nachzuweisen, formen wir sie folgendermaßen um: 


1 + I + 


3 4 


1 1 


+ T + T + 7- + ^+ o +.» 


5 6 7 8 


und vergleichen sie mit der divergenten Reihe 1 2 


1 + l + 


1 1 
4 + 4 


1111 
8 + 8 + 8 + 8 


Alle Glieder der harmonischen Reihe sind größer (oder gleich) als die entsprechenden 
Glieder der divergenten Vergleichsreihe. Die harmonische Reihe ist daher divergent. 


1 fast alle = alle mit Ausnahme von endlich vielen Gliedern 

2 Die Reihe 1 + ^ + ^ + ^ + ... wächst über alle Grenzen. 

2 2 2 
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3 4 5 

2. Gegeben sei die Reihe 2 + - + - + - + 

Die Konvergenz bzw. Divergenz ist nachzuweisen. 

Lösung: 

Wir vergleichen diese Reihe mit der sicher divergenten Reihe 
1 + 1 + 1 + ... 

Jedes Glied unserer Reihe ist größer als das entsprechende Glied der divergenten Vergleichs¬ 
reihe. 

Unsere Reihe ist divergent. 

Auch lirn^ —-— = lim^ ^ 1 + — j = 1 zeigt die Divergenz auf. Die notwendige Bedin¬ 
gung Hrn^ a n - 0 ist nicht erfüllt. Die Glieder der Reihe bilden keine Nullfolge! 


AUFGABEN 

Die Reihen sind mit Hilfe der Vergleichsbedingungen auf Konvergenz zu untersuchen. 



1 1 


1 


1 1 


b) ~-h ~-h ~- V ... c) 1+ — + — + ... 


tt n n 


.111 

b) lg 2 + lg 3 + lg 4 + 


2 3 


,,45 
c) 3 + 2 + 3 + .- 


12.2 Konvergenzbedingung für alternierende Reihen 


Eine Reihe heißt alternierende Reihe, wenn ihre Glieder abwechselnd verschiedene Vor¬ 
zeichen haben. 

I (-1 ) n + t a n mit a„>0 

n = 1 


Für alternierende Reihen gilt das Leibniz-Kriterium, die hinreichende Bedingung: 


Die Reihe £ ( - l)” + lfl n mit a n >0 konvergiert, wenn gilt: 

n = 1 

1 . lim a = 0 

«-*<» n 

2. a^>a 2 >a 3 > ... >a n > a„ +1 >... 


1 a v a 2 , a 3 , ... a n , a n+v ... ist eine streng monoton abnehmende Folge. 
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Beweis: 

a A -a 2 + a 3 -a A + ... = (cq - a 2 ) + (a 3 - a 4 ) + ... 

Wegen a n > a n { sind die im Rechtsterm eingeklammerten Differenzen positiv. Folglich ist die 
Summe der Reihe positiv. 

Nun schreiben wir a { - a 2 + a 3 - a A + ... in der äquivalenten Form: 
a A - (a 2 - a 3 ) - (a 4 - a 5 ) - ... 

Auch hier sind die in den Klammem stehenden Differenzen positiv. Es muß daher die Summe der 
Reihe kleiner als a x sein, also einen endlichen Wert besitzen. 

Es ist somit gezeigt, daß die Reihe tatsächlich konvergiert, w. z. b. w. 


BEISPIELE 

1 1 

1. Die Leibniz-Reihe 1 — - + . ist bezüglich Konvergenz zu untersuchen. 

Lösung: 

Es liegt eine alternierende Reihe vor. 

Es gilt: lim a = 0 mit für alle 1 

n-> 00 n n nt i 

Die Leibniz-Reihe ist konvergent. 


2. Es ist die Reihe 


1 


1 1 

- + - 


1 


- + ... zu untersuchen. 


fi -1 fi +1 l/7-i l7"+i 

Lösung: 

Es gilt: lim a = 0 

Wir müssen noch untersuchen, ob die Glieder streng monoton abnehmen. 


1 


und 


1 


fk+l lk + 1-1 

Es gilt für alle k ^ 1 die Beziehung: 

4^fk + 3 > 0 k + 4fk +4>k+l f~k 
also 1 f~k + \ - 1 < 1 l~k + 1 und somit 


+ 2 >fk + l 


Vk 


+ 1 f k + 1-1 


Punkt 2 unseres Kriteriums 1 ist nicht erfüllt. Das Kriterium von Leibniz gibt somit keine Aus¬ 
kunft darüber, ob die vorliegende Reihe konvergiert. Um zu einer Aussage über die Konver¬ 
genz zu kommen, untersuchen wir das Konvergenzverhalten der Teilsummen. 


Es gilt: s 2n = I 


k = 2 {fk -1 fk+l 


»+i 1 «1 

= 2 I j—j = 2 I i 

k = 2 K 1 i = 1 1 


n \ 

X - ist die (divergente) harmonische Reihe. 


1 1 

- + - 


f2~-l fl +1 f7-l f7 + l 


Die Reihe 


+ ... ist divergent. 
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u 


Wenn eine alternierende Reihe a^- a 2 + a 3 ~ a 4 + ... konvergiert, aber die zugeordnete 
Reihe a A + a 2 + a 3 + a 4 + ... divergiert, so bezeichnet man a^- a 2 + a 3 ~ a 4 + ... als 

bedingt konvergente Reihe. 


BEISPIEL 

3. 1 - — + ist eine bedingt konvergente Reihe. 

111 111 

Es ist 1 . konvergent, aber 1+ — + — + — + ... (harmonische Reihe) 

divergent. 234 2 3 4 


m 


Wenn sowohl - a 2 + a 3 - a 4 + ... als auch a^ + a 2 + a 3 + a 4 + ... konvergieren, so 
bezeichnet man a^- a 2 + a 3 ~ a 4 + ... als absolut konvergente Reihe. 


BEISPIEL 

4. 1-- + — —- + ... ist eine absolut konvergente Reihe. 

9 2 -x 2 4 2 

111 111 

Es konvergiert sowohl 1 —r + —-x + ... als auch 1 + — + — + — + ... 

2 2 3 2 4 2 2 2 3 2 4 2 

Für absolut konvergente Reihen gelten folgende Sätze: 


Die Summe einer absolut konvergenten Reihe wird durch beliebiges Umordnen der Glieder 
nicht geändert. 

Jede absolut konvergente Reihe kann als Differenz zweier Reihen mit lauter positiven Gliedern 
dargestellt werden. 


/ 


/AUFGABEN 

/ 12.03 Die Reihen sind mit Hilfe des Kriteriums von Leibniz auf Konvergenz zu untersuchen. 


vJ i- 


1 1 

■ + 


3 5 7 


V.. b) 1-4+4 


+ c) 1-| + y-^- + - (0<Ö<1) 


.... 1 2 1 2 1 

d) 2 — — + — — — + -- — — — —l-... 

2 3 4 2n -1 2n 

12.04 Fiir welche Werte von x konvergieren die Reihen? 



e) 2_ 3!" + 5!"“7r 


cos jc cos2x cos3x 


b) 


sin 2 x + 


+ ... 

K 


sin 3| * + — 


l z 


+ ... 


Als Vergleichsreihe ist 4 + 4 + 4 + • • • 
l 2 2 2 3 2 


zu benützen. 


Aufgabe 12.01 c) 
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12.3 Konvergenzbedingung von d’Alembert (Quotientenkriterium) 


Die vom französischen Mathematiker d’Alembert (1717-1783) angegebene Konvergenzprobe 
lautet: 

Es sei a 1 + a 2 + a 3 + ... eine Reihe mit nur positiven Gliedern. 

Es existiere der Grenzwert g = lim ” + 1 . 

11 a n 

Wenn g<l, so konvergiert die Reihe. 

Wenn g > 1, so divergiert die Reihe. 


Beachten Sie: Diese Bedingung ist lediglich hinreichend. 
g = 1 liefert keine Entscheidung! 

Beweis: 

a n + \ 

Es ist die Existenz von g = lim —— vorausgesetzt. 

n-K» a 

n 

Essei g<l. Dann gibt es ein k mit: g<k< 1, für das gilt: n +1 ^ k, ” + 2 ^ k, ... mit k< 1 

a n a n +1 

Es gilt daher: a n + A ^k- a n 

a n + 2^ k ' a n + 1^ k2 - a n 
a n*3^ k ' a n*2^ k2 - a n 

..., also 


a n + a n + 1 +a n + 2 + -^ a n^ + * + k 2 + k 3 + ...) 

” °n 

~k 


Für ein endliches n ist die Teilsumme der ersten (n- 1) Glieder notwendigerweise endlich; 
daher ist die Reihe konvergent. 

Der Divergenzbeweis für g > 1 verläuft analog! 


BEISPIELE 

1. Das Konvergenzverhalten der harmonischen Reihe 1+^ + ^ + ... ist mit Hilfe des 
Quotientenkriteriums zu untersuchen. 

1 1 

Lösung: Es ist: a = — und a , , = -— 

6 n n n +1 n + \ 

a 1 n 

Folglich ist: lim ——- = lim -- = 1 

a n n+l 

Das Quotientenkriterium liefert hier keine Entscheidung! 
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12 3 

2. Das Konvergenzverhalten der Reihe - + — + — + ... ist zu untersuchen. 


Lösung: 
Es ist: 


72 + 1 


somit: 


"n + l _ (72 + 1) • 2 n _ 1 72^ _ 1 

U ? n + 1 • w 2 72 2 


1 + - 


Folglich ist: lim 


= lim —I 1 + — 


Die gegebene Reihe konvergiert. 


3. Es soll die Reihe 1 + — + — + ... auf Konvergenz untersucht werden. 
Lösung: 


Es gilt: u — —- 

"72! 


= (72 + 1) 2 

M " + 1 (72 + 1) ! 


U n + 1 _ (72 + l) Z 72l _ 72 + 1 
U n (72 + 1)! 72 2 72 2 


Folglich: lim W + 1 = lim ** + - - = lim = 0 

n->°o M 2 n-*oo 272 

n 72 


Die Reihe X ~t ist konvergent. 


^/ÄUFfcjABEN 

12.05 Es ist mit Hilfe des Quotientenkriteriums die Konvergenz der Reihen zu untersuchen. 


a) 1 +- + - + ... 


12 3 4 

b) 2 + 3 + 4 + 5 + - 


c) 




+ ... 


„ 11 13 1 1*3*5 1 

d) 1 + 2'2 + 2 t 4'3 + 2-4-6'4 + "' 


Jean-Baptiste d’Alembert (1717-1783), 

französischer Mathematiker, Physiker und Philosoph. 

Er baute die Newton-Mechanik aus (z. B. D’Alembertsches Prinzip) und 
schrieb grundlegende Arbeiten auf dem Gebiet der Hydromechanik. Er beein¬ 
flußte die Theorie der Differentialgleichungen und formulierte als erster die 
Differentialgleichungen der schwingenden Saite. 

Wir haben bereits das d’Alembertsche Kriterium für die Konvergenz von Po¬ 
tenzreihen kennengelemt. 
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12.4 Rechnen mit Potenzreihen 

Ohne Beweis sei hier angeführt, daß man mit konvergenten Potenzreihen so wie mit endlichen 
Reihen rechnen darf. 


Es gelten die Sätze: 


1. 

c • X u n = X c 

' = c 

s 

1 


n = 1 n = l 




2. 

£ «,± £ «. = 

£ K ±U „) = s±( 

2 


n = 1 n = 1 

n = 1 



3. 

(fl 0 + 0^ + Ö 2 X 1 2 3 + 

...) • (b 0 + b 1 x + b 2 x 2 + ...) = c 0 + CjX+c 2 x 2 + ... = s-t 



■X? 

o 

a 

II 

o 

O 

1 

c i= a o b i +a A c 2 = a 0 b 2 + a^+a 2 b 0 


4. 

Es sei f(x) = X 

a n x\ 




n = C 

) 




Dann gilt für alle 

x des Konvergenzintervalls: 



/’(•*) = 1 a n nx" 1 

n = 1 




b 

r 

r r n + 1 l 

b 



f(x)dx= X 

* n = 0 


a 

3 


12.5 Fehlerabschätzung bei der Taylor-Reihe 

Für viele Betrachtungen ist es zweckmäßig, die Summe der Glieder 
/ (w + 1) ( 0) « + i A f (n+2) (0) « + 2 


(" + !)! 


(n + 2)! 


der Taylor-Reihe 


f(x) = /(0) + 


/'(0) /"(0) , f M (0) „ / (n + ,) (0) „ +1 i / (b+2) (0) „ +2 


1! 


2 ! 


n\ 


(w + 1)! 


(n + 2)! 


zu einem Restglied R n 1 zusammenzufassen. 

Man schreibt dann: 

/w =m + Q^ x J^ + ... + f^M x » + R_ 


1! 

n fW m) / 

/(*) = X -fr^ X +R n 

i = n /c - 


2! 


bzw. 


1 Aus einer Potenzreihe darf man einen allen Gliedern gemeinsamen Faktor herausheben. 

2 Konvergente Potenzreihen dürfen gliedweise addiert (bzw. subtrahiert) werden. 

3 Jede konvergente Potenzreihe darf für |jc| < r gliedweise differenziert und gliedweise integriert werden. 
Die so entstehenden Reihen haben ebenfalls den Konvergenzradius r. 
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Wir vergleichen mit den Formeln aus Band 3, Abschnitte 27 und 28 und erkennen: 

Taylor-Reihe = Taylor-Polynom + Restglied 

Das Lagrange-Restglied (Restglied R„ + 1 in der vom französischen Mathematiker Lagrange * 1 
stammenden Form) lautet: 


r „ + i = / mi * o<ö<i 


Dieses Restglied gibt Aufschluß über die Konvergenz der Reihe und über den Fehler, den wir bei Ab¬ 
bruch der Reihe nach dem n -ten Glied begehen. 

~ / (n) (0) „ 

Die Reihe X -j- x ist genau dann eine Darstellung von f(x), wenn gilt: 

n = 0 U ‘ 


Zur Handhabung des Restglieds: 


o° f (*) (Q) 

Wenn man die Reihe X — ri— ~x k nach dem w-ten Glied abbricht, so gilt für den Fehler: 

k = 0 *•'. 

/ <n+,) (^) x „ + 1 


|ä 


n + 11 


(n + 1)! 


mit 0 < 'd < 1 


Wenn wir die Reihenentwicklung nach dem ersten Glied abbrechen, so erhalten wir: 

fix) =/(0) +fi&x) -x 0 < < 1 

Wir erkennen, daß die Taylor-Reihe eine Verallgemeinerung der Linearisierungsformel ist. 
BEISPIELE 

1. Wie groß ist die Genauigkeit, wenn man den Wert von e mittels der Taylor-Reihe berechnet 


und nach dem 7. Glied, also nach 


/ ( 6 ) ( 0 ) 6 


6! 


x , abbricht? 


Lösung: 

Es gilt: f{x) = eX = 1+x+ 2]" + 3l + 4T + 57 + öT + /?7 ’ 

/ ( 7 ) (tLx) 7 


wobei R 7 = 7! 


-x mit 0<#<1 ist. 


Es ist f(x) = f'(x) = f" (x) = ... =f^(x) = e* und somit 


Joseph Louis Lagrange, siehe S. 187. 
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Für x = 1 erhalten wir: 

„ „ 1 1 1 1 1 
e = i + i + _ + _ + _ + _ + _ + Ä7 


e ö e ö 2,7 

Es ist in diesem Fall: = = — 


5040 5000 


Der Fehler von /(1) 


1957 


= 2,718056 


= 5,4 • 10 “ 4 

ist somit sicher kleiner als 


5,4 • IO" 4 . 


Wenn man nach dem 10. Glied, also nach —, abbricht, so erhält man: e = 2,718282 
Die Berechnung von R 10 zeigt, daß der Fehler sicher kleiner als 1 • 10 -6 ist. 

Nochmals sei festgestellt, daß es im Computer-Zeitalter besonders wichtig ist, sich immer daran zu 
erinnern, daß das Computer-Rechnen mit reellen Zahlen fast immer ein Rechnen mit Näherungs¬ 
werten ist. Das Rechnen mit Meßwerten ist ein Rechnen mit Zahlenintervallen. 

Viele Formeln in technischen Handbüchern sind Näherungsformeln, die einen Näherungswert, und 
auch das nur für einen ganz bestimmten Bereich, liefern. Diese Näherungsformeln gehen meistens 
auf Reihenentwicklungen zurück. 

Zu unserem Beispiel: 

Die gezeigte Abschätzung kann man auch mit einem Taschenrechner (oder im Kopf) durch¬ 
führen. Sehr einfach ist die Berechnung der Fehler mit MATHEMATICA: 

Exp [ 1 ] - Normal [Series [Exp [x] , {x, 0, 6}]] /. x -> 1//N 

0.000226273 

Exp [ 1 ] - Normal [Series [Exp [x] , {x, 0 , 10}]] /. x -> 1//N 

2.73127 10 28 


Bei alternierenden Reihen ist die Fehlerabschätzung leichter durchzuführen. 

Es gilt: 

Wenn man die konvergente alternierende Reihe 

u i — ^2 + W 3 — ... + (— 1)” + ^ u n + R fi + 1 ( u 1 > 0) 

nach dem rc-ten Glied abbricht, so hat R n+1 das Vorzeichen von u n+1 und sein Betrag ist 
kleiner als u„ ^,. 

n +1 


Beweis: 

*„ + 1 =(- 1)" +2 [«„ +1 -«„ +2 + »„ + 3 --.] 

= (- D" +2 [«„ + i - K+2 - “„ +3 ) - K+4 - “ n+5 ) - -] 

Wegen u i > u i+1 sind die in den Klammem stehenden Größen positiv und somit der Restbetrag 
| R n+1 1 sicher kleiner als w n+1 , w. z. b. w. 
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BEISPIELE 

2. Wie groß ist der prozentuelle Fehler höchstens, wenn man 

in einem Kreisabschnitt statt der Kreisbogenlänge die Sehnenlänge nimmt? 

Lösung: ( 


AB = r arc« = ra AB = 2rsin ~ 
Somit ist die Differenz 
AB-AB= 2 r 




sicher kleiner als 


AB-AB 

Die Division - ergibt den relativen Fehler. 



Somit gilt: 


50% 

Für a = 30° ergibt dies: F pr < —— 


Prozentueller Fehler < 


50 %(a\ 2 
3 [ij 


12 


a = 30° F pr < 1,2 c . 


3. Für welchen Winkel a ist der prozentuelle Fehler <0,1%, wenn man sin« durch a ersetzt? 

« 3 « 5 

Lösung: Es ist: sina = 

Wenn man nach dem ersten Glied, also nach a abbricht, so ist der absolute Fehler sicher 
kleiner als 

6 


Es gilt somit: 0,001 > -—-, d. h. a 2 < 0,006 und damit a<0,077 bzw. a<4,4° 
& a - : — 


4 . 


Bei der Spiegelablesung einer Meßgröße entspricht einer Drehung des Spiegels S um den 
Winkel a eine Ablenkung des Lichtstrahls um den Winkel 2 a. 


Es sind Näherungsformeln aufzustellen und deren Anwendungsbereich für a = f(x) anzu¬ 
geben, wobei a = 6,50 m und jc 1,00 m anzunehmen sind. 


Lösung: 

x 1 

Es ist tan2 a - — und somit: oc = - 
a 2 

Mit Hilfe der Reihenentwicklung arctan z 


erhalten wir für * < 1: 

a\ 



x 

arctan - 
a 
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Wir führen unsere Berechnungen mit DERIVE durch: 

a := TAYLOR(0.5 ATAN(x/6.5), x, 0, 5) 

8.61853 10“ 6 x 5 - 6.06888 10“ 4 x 3 + 0.0769230 x 
8.61853 IO“ 6 l 5 - 6.06888 10“ 4 l 3 + 0.0769230 1 

0.5 ATAN(1/6.5) 0.0763246 

6.06888 IO“ 4 / 0.0763248 0.00795138 

8.61853 10“ 6 / 0.0763248 1.12919 10“ 4 

Die Reihe ist alternierend. Wird sie nach u n abgebrochen, dann gilt: \R n \ < \u n+ , | 

^ „ „ , . _ ,, absoluter Fehler 

Es gilt ferner: relativer Fehler = ---—- 

wahrer Wert 

Wenn man die Reihe nach dem 1. Glied abbricht, dann gilt: 

| absoluter Fehler (a) | < 6,068 10 -4 relativer Fehler (a) < 0,0079 
Wenn man die Reihe nach dem 2. Glied abbricht, dann gilt: 

| absoluter Fehler (a) | < 8,616 10 -6 relativer Fehler (a) < 1,129 10 -4 


AUFGABEN 

12.06 Wie lauten die Restglieder der Reihen für: 
a) sinhjc b) coshjc 


c> (i+*r 


12.07 Für welche Winkel ist der prozentuelle Fehler kleiner als 0,1 %, wenn man setzt: 


a) tana = arca 


b) cosa ~ 1 - 


(arca) 


12.08 Für welche Winkel ist der prozentuelle Fehler kleiner als 1%, wenn man 

. . . (arca) 2 

a) sina « arca b)tana~arca c)cosa«l --- setzt? 

12.09 Für welche Winkel ist sinx = x auf mindestens 

a) 3 Dezimalstellen b) 4 Dezimalstellen c) 5 Dezimalstellen genau? 

12.10 Für welche Winkel ist sinx ~ x - — auf mindestens 

a) 3 Dezimalstellen b) 4 Dezimalstellen c) 5 Dezimalstellen genau? 

12.11 Wie groß ist der Fehler höchstens, wenn man sinl5° mit Hilfe 
eines Taylor-Polynoms fünften Grades berechnet? 


Brook Taylor (1685-1731) 

Er war ursprünglich Jurist und verfaßte bedeutende Arbeiten über singuläre Lösungen von Differentialgleichun¬ 
gen und über die schwingende Saite. 

1712 schuf er die nach ihm benannte Potenzreihenentwicklung. 

1715 veröffentlichte er ein Buch über „Darstellende Geometrie“. 
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12.6 Euler-Formel 


Es gilt: e *- 1 + YT + 2r + 3r + 4T + 5r + 6T + - 
j x . x 2 . x 3 x 4 . x 5 x 6 

6 - 1 +J- 1- 2T - ^ 3T + 4\ + -* JT - öT + 

, X 2 x 4 ) .( X 3 

1 -2T + 4r-fiT + - +J ^“TT + TT - --- 


und damit 


cos*+ j sin* 


Euler-Formel: e ]X = cos * + j sin* 


Mit Hilfe dieser Formel läßt sich jede komplexe Zahl in der Exponentialform darstellen. 

Es gilt: z = a + 6j = r(cos<j!> + jsin<p) = rej <il ’ und damit die von Euler stammende und nach 
Moivre 1 benannte Formel: z n = (a + b)) n = [r(cos <50 + j sin<p)]" = r n (cos n cp + jsinn cp) 

Wir zeigen nun an einem einfachen Beispiel, wie sich durch Anwendung der komplexen Rechnung 
große Vereinfachungen erzielen lassen. 

BEISPIEL r 

Es sind die Integrale 7 1 = I e° cos cox dx und I 2 = e' cx sincoxdx zu berechnen. 

Die sofortige partielle Integration führt hier zum Ziel; sie ist aber aufwendig. Wir gehen daher 
folgendermaßen vor: 

/i+j/ 2 = Je KX coscox dx + j Je' cx smcox dx = Jc KX (costa* + jsina)*) dx 
= je xx ■ e iax dx = J e (lr+j “>- r dx 


1 


K + j CO 


q (k+j(o)x _ -e y * (cos o?* + j sine»*) 


e e 

Es gilt somit: 7 1 + j / 2 = —-- (k*cosgj* + «sint»*) + j —-^ (Ksincox - cocoscox) 


Durch Vergleiche der Realteile und der Imaginärteile findet man: 

e KX coso)x dx ■ 


- (k cos cox + co sin cox) 


e**sin<u* d* 


- (/rsino)* - cocoscox) 


AUFGABE 

12.12 Zeigen Sie, daß die Formeln 

e J *-e _ j* e^ + e - -’* 

jsin* = sinhj* = --- und cos* = coshj* = --- richtig sind. 


1 Abraham de Moivre (1667-1754), französischer Mathematiker. 




















13. Fourier-Reihen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Fourier-Reihe und Fourier-Koeffizienten erklären; 

■ Fourier-Reihenentwicklungen mit Hilfe einer Formelsammlung durchführen. 


In der Technik spielen periodische Vorgänge eine große Rolle. Sie werden durch periodische 
Funktionen, also durch Funktionen für die 

fix + kp) =f(x) (keZ) .J 

gilt, dargestellt. 

Die einfachsten periodischen Funktionen sind die Kreisfunktionen y = sinjc und y = cosx. 
Diese Funktionen stellen, wenn wir x als Zeit und y als Amplitude deuten, reine Sinusschwin¬ 
gungen dar. Diese Schwingungen haben die gleiche Amplitude und die gleiche Frequenz; sie unter¬ 
scheiden sich nur durch die Phase. Es gilt: cosjc = sin f x + ^ ] 


Es gilt allgemein: 

Die Funktion 
a o 

y = — • + Oj cosjc + a 2 cos2x + ... + a r cosrx 
+ b 1 sin* + b 2 sin2jc + ... + b r sinrx 
a o r 

für die man auch y = — + X i a n cos nx + b n sin nx) 

* n = l 
Q.q r 

und damit auch y = — + X A n sin {nx + q> n ) 

n = 1 

schreiben kann, ist eine periodische Funktion mit der kleinsten Periode 2k. 

a Q 

— ist der konstante Anteil. 

Hierbei wurde a n = A n • sin<p n und b n = A n • cos q> n gesetzt und der Summensatz angewendet. 

Die Amplitude A n und den Phasenwinkel (p n des n- ten Gliedes ermittelt man aus a n und 
b n durch: 

A = 1 1 a * 2 +b 2 und tan (p = -^ ... 2 

b n 

Weil diese Funktion in der Schwingungslehre eine besondere Rolle spielt, bezeichnet man das Sinus¬ 
glied mit der größten Periode, also A 1 sin (je + <pf), als Grundschwingung. 

A 2 sin (2x + (p 2 ) heißt erste harmonische Oberschwingung. Sie hat die doppelte Frequenz der 
Grundschwingung. 

A n sin (nx + q> n ) heißt (n — l)-te harmonische Oberschwingung. Sie hat die rc-fache Frequenz 
der Grundschwingung. 


' p ... kleinste Periode. 

2 Bei der Berechnung von (p n müssen die Vorzeichen von a n und b n berücksichtigt werden. 
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Es gilt allgemein: 

Man kann Schwingungsvorgänge durch Überlagerung (Superposition) einer Grundschwingung 
und Oberschwingungen darstellen. 

Die Periode der zusammengesetzten Schwingung ist gleich der Periode der Grundschwingung. 

Darüber hinaus kann man auch einen allgemeinen periodischen Vorgang unter gewissen Umständen 
auf diese Art darstellen. 

Wenn fix ) eine stückweise stetige Funktion mit der Periode 2 n ist, die nur endliche 
Sprünge aufweist, so kann man / durch die 

i a o 

Fourier-Reihe — + £ (a cos nx + b sin nx) darstellen. 

2 n = 1 ” 

Für die Fourier-Koeffizienten a Q , a n , b n gilt: 

27t 27t 27t 

1 1 1 
a Q = — I fix) dx a n = — I f(x) cos nx djt b n = — I fix) sinnx dx (n = 1 , 2 , ...) 

oo o 


Beachten Sie: 

1. Der Wert der Reihe ist 

a) in allen Stetigkeitsstellen gleich dem Funktionswert f(x); 

,! TT w . . 1 , , • u f(x-0)+f(x + 0) 

b) in allen Unstetigkeitssteilen gleich: - - - 

27t 

2. Im Rechtsterm für a 0 steht l fix) dx. 

0 

Dieses Integral gibt den Inhalt der Fläche unter der Kurve von * = 0 bis x = 2 n an. 

Wenn die positiven und negativen Flächenanteile gleich sind, gilt daher: a 0 = 0 

3. Für jede Funktion mit der kleinsten Periode p gilt: 

f 7 

fix) dx = fix) dx 

0 0 +a 

Die Integration einer periodischen Funktion über das Intervall p ergibt denselben Wert, wo 
immer auch der Ausgangspunkt gewählt wird. 


Jean Baptist Fourier, siehe S. 160. 
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4. Wenn / eine gerade Funktion ist 1 , so werden zu ihrer Darstellung nur gerade Funktionen, näm¬ 
lich die konstante Funktion und Kosinusfunktionen, verwendet. 

In diesem Fall gilt: 

n 

a o = \ / /W dx 

0 

5. Wenn / eine ungerade Funktion ist 2 , so werden zu ihrer Darstellung nur ungerade Funktionen, 
nämlich Sinusfunktionen, verwendet. 

Es gilt dann: a 0 = 0 und a n = 0 

7t 

b n = \ J /(x)sinnxdx 

o 


6. Die Fourier-Koeffizienten einer integrierbaren Funktion streben für unbegrenzt wachsende 
Indizes gegen Null. 


7. Bei der Entwicklung von Fourier-Reihen treten oft Integrale auf, deren Integrand ein Produkt 
einer Sinus- und einer Kosinusfunktion ist. 


2 f 

— I f(x) cos nx dx 
o 


b =0 


für alle n 


I 

t 

1 


sin mxcos nx dx 

cos mx cos nx dx 

sin mx sin nx dx 


1 


2 (m + n) 

1 

2{m + ri) ^ 
1 

-S 

2 (m + n) 


(m + n)x 
(m + n)x 
(m + n)x 


1 

2 (m - n) 
1 

2 (m - n) 
1 

2{m-n) 


-cos (m - n)x 
sin ( m-n)x 
sin (m-n)x 


BEISPIELE 


^ Bei den folgenden Beispielen und Aufgaben ist, wenn nicht ausdrücklich etwas anderes festgelegt 
wird, die Funktion / stets im Intervall ] - tc, + 7i[ angegeben. Darüber hinaus sei / durch peri¬ 
odische Fortsetzung definiert. 

L /(*)= { + c fto 0<X<K f(x + 2n-k)=f(x) 
ist in eine Fourier-Reihe zu entwickeln (ke Z). 


1 /(-*)=/(*) 

2 /(-*) = -/(*) 
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Lösung: y 

/ ist eine ungerade Funktion, folglich gilt: - 

f(x) = X b n sinnx 

n = 1 

2n n 

1 2 

mit b n = — I /(x)sinrcxdx = — /(x)sin/?xdx 
o o 



Es ist somit: 


n 

2 f 

lt: b = — \ c • si 
n kJ 


2c 


sin/ix dx =-cos nx 

ku 


2c 

Für gerade n gilt: b =——(1—1) = 0 

n Kn 


2c 4c 

Für ungerade n gilt: b = -(- 1 - 1) = — 

n Kn Kn 


Die Fourier-Koeffizienten lauten somit: 


4c 

K 




f läßt sich daher in folgender Gestalt darstellen: 


fix) 


4c(sinx sin3x sin5x 


+ ... 


Für x = \ erhalten wir: / (f j = - \ + \ - ... ] 

Gemäß Ansatz ist / ^ j = c. 

Folglich ist der Grenzwert der in der Klammer stehenden Reihe: ^ 

An den Sprungstellen nK (mit neZ) ist der Wert der Reihe gleich dem arithmetischen 
Mittel zwischen linksseitigem und rechtsseitigem Grenzwert. 


Es ist also: /(mc) 


— c + c 


= 0 


Für die Veranschaulichung wählen wir einfachheitshalber c = — und erhalten: 


fix) = 2 


sinx sin3x sin5x 
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2. f(x)=x für — n < x < k und f(x + k‘2n)=f(x) (ke Z) ist in eine Fourier-Reihe zu 
entwickeln. 


Lösung: 

f ist eine ungerade Funktion. 

Folglich gilt: 

f(x) = Y, b sin nx mit 

n = 1 


2 f 

b n = — I /(jc) sinwjc djc 
o 

K 

2 f 

Mit f(x)=x erhalten wir: b n = — x sinnxdx 

o 

J x sin nx dx berechnen wir mittels Produktintegration. 
Es gilt: 



Jf-gdx = f - G- 

jf'-Gdx 

II 

g = sin nx 



/’= 1 

. 1 

G = — cos nx 
n 

Es ist: 




\ x sin nx dx = - — 
J n 

1 

cos nx + — 
n J 

f X 

cos nx dx =-cos nx + 

n 

1 . 

— sin nx 
n l 


und somit: 


fxsi: 


sin nx dx = 


+ —r sin nx 
n 


n 
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Nun lösen wir das Problem mit DERIVE. 

In der 3. Zeile der Hilfsdatei INT_APPS. MTH wird die Funktion 

FOURIER(y, t, tl, t2, n) 

definiert. 


Zum Zeichnen der Kurven verwenden wir die VECTOR-Funktion. 

INT APPS laden wir die Hilfsdatei. 


Mit Transfer Load 


Derive 


VECTOR(FOURIER(x, x f -7t, 7t, n) , n, 3) 


bewirkt die Ausgabe des Vektors 


2 • SIN (3x) 

[2 • SIN (x) , 2 • SIN (x) - SIN ( 2x) , -— - SIN(2x) + 

2 • SIN(x)] 
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3. Bei der Einweggleichrichtung gilt die Beziehung: 

f/sineor für O^cot^n ... [sinx für O^jccti 

i= l O für iis<»rs2jt bzw - /w= i 0 fDr««x«2* 

Wir lösen das Problem mit MATHEMATICA. 

Im Paket Calculus"FourierTransfornT finden wir Anweisungen für die Fourier- 
Reihenentwicklung. 

Needs["Calculus"FourierTransfornT "] 
f[x] := If[x <= Pi, Sin[x] , 0]; 

gl = Plot[f[x] /. x -> Mod[u, 2 Pi], {u, -2 Pi, 3 Pi}] 


y 
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Wir müssen berücksichtigen, daß Series uns die Reihenentwicklung bekanntgibt. Wenn wir aber auf 
Elemente dieser Reihe zugreifen wollen (z. B. bei Plot), müssen wir mit Normal aus der Reihen¬ 
entwicklung eine „normale Formel“ machen. 


n2 = Normal [FourierTrigSeri.es [ f [x] , {x, 0, 2 Pi}, 4]]//N 
g2 = Plot[%, {x, -2 Pi, 3 Pi}] 

0.31831 + 2.2311 10 A -17 Cos[x] - 0.212207 Cos[2 x] + 

1.97404 10 A -17 Cos[3 x] - 0.0424413 Cos[4 x] + 

0.5 Sin[x] + 2.8248 10 A -17 Sin[2 x] + 1.60828 10 A -17 Sin[3 x] + 
0. Sin[4 x] 


y 



Werte mit 10 17 können wir vernachlässigen, so daß bleibt: 

f(x) = 0,31831 - 0,212207 cos(2jc) - 0,0424413 cos(4jc) + 0,5 sin(jc) 

n3 = Normal [FourierTrigSeries [ f [x] , {x, 0, 2 Pi}, 10]]//N 
g3 = Plot[%, {x, -2 Pi, 3 Pi}] 


y 



Werte < 10 16 vernachlässigen wir, so daß bleibt: 
fix) = 0,31831 - 0,212207 cos(2jc) - 0,0424413 cos(4x) 

- 0,0181891 cos (6x) - 0,0101051 cos(8jc) - 0,0064305 cos(IOjc) + 0,5 sin(x) 
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Wir zeichnen nun die Kurve für n- 4 mit DERIVE. 

FOURIER(IF(x <= 7t, SIN(x), 0), x, 0, 2 7t, 4) 

- 0.0424413 • COS (4 • x) - 2.55185 • 10 -6 • SIN(4 • x) + ... 
+ 0.5 • SIN(x) + 0.318309 



Ohne Rechenhilfsmittel erhalten wir: 


fix) 


11 . 2 

— + — smx - 

7t 2 7t 


cos 2x cos 4 jc A 

"TT + “37r + -J 


bzw. 


I I 


— + - sin co t - 

7t 2 7t 


2 1( cos 2cot cos 4 cot 


1-3 


3-5 


Jean-Baptiste Baron de Fourier (1768-1830), 

französischer Mathematiker und Physiker. 

Fourier war einer der Begründer der mathematischen Physik, insbesondere der 
Theorie der Wärmeleitung. 

Die nach ihm benannten Fourier-Reihen und Fourier-Transformationen werden in 
vielen Gebieten der Physik und Technik verwendet. 

Fourier nahm am ägyptischen Feldzug Napoleons teil, bekleidete dann hohe Funk¬ 
tionen und wurde geadelt. 
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AUFGABEN 

Entwickeln Sie die durch ihre Graphen gegebenen Funktionen in Fourier-Reihen. 





13.09 Die Funktion y= | sinjc | ist in eine Fourier-Reihe zu entwickeln. 



Wolfgang Gröbner (1899-1988), 

lehrte in Wien und Innsbruck. 

Seine Hauptgebiete waren die algebraische Geometrie und die numerische 
Mathematik, wo ihm seine Vorbildung als Maschinenbauer zustatten kam. 
Weltbekannt wurde er durch seine Theorie der Lie-Reihen. 














































14. Extremwerte bei Funktionen in zwei Variablen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ Bedingungen für das Auftreten eines relativen Extremums bei Funktionen in zwei Variablen angeben; 

■ die Koordinaten und den Funktionswert eines relativen Extremums bei Funktionen in zwei Variablen 
berechnen. 


0 


Eine Funktion z=/(x, y) hat an der Stelle (x Q |;y 0 ) ein relatives Maximum, wenn für alle 
Stellen (x|;y) einer hinreichend kleinen Umgebung von (x Q |;y 0 ) gilt: f (x 0 , y 0 ) > f (x, y) 


Geometrische Deutung: 

H ist der „höchste“ Punkt der Fläche z =/(x, y ) in einer gewissen Umgebung. 


Analog gilt für ein relatives Minimum an der Stelle (x Q | y 0 ): /(x Q , ;y 0 ) < /(x, y) 
Geometrische Deutung: 

T ist der „tiefste“ Punkt der Fläche z =/(x, y) in einer gewissen Umgebung. 


Notwendige Bedingung für relative Extrema: 


Wenn / an der Stelle x Q ein relatives Extremum 
hat und /'(x 0 ) existiert, so ist an dieser Stelle 
dy =/'(x) dx für beliebige dx gleich Null. 

Es gilt also: /'(x Q ) = 0. 


Geometrische Deutung: Die Kurve y =f(x) hat an der 
Stelle x Q eine zur x-Achse parallele Tangente. 



Analog gilt für eine Funktion in zwei Variablen: 


, d/(* o’ y 0 ) 

Wenn z=f(x,y ) an der Stelle (x 0 | y Q ) ein relatives Extremum hat und -^- und 

(-^o’ y 0 ) 


dx 


dy 


existieren, so ist an dieser Stelle das vollständige Differential 


dz=^-dx + ^ • d_y für beliebige dx, dy gleich Null. 

Somit gilt: ^ = 0 a ^ = 0 
dx dy 


Geometrische Deutung: 

Wenn z=f(x, y) eine differenzierbare Funktion ist, so 
ist die Tangentialebene an der Stelle Of 0 |y 0 ) parallel 
zur xy-Ebene. 

dz = 0 ist äquivalent mit: 

3f(x 0 ,y 0 ) df(x 0 ,y 0 ) 

0 A -- = 0 


^ 77 =° 

7 — dx 


dx 


dy 



z=f(x,y) 





























14. Extremwerte bei Funktionen in zwei Variablen 


163 


Es gilt somit: 


df(x 0 ,y 0 ) Sf(x 0 ,y 0 ) 

-^- = 0 A -=:- = 0 

ÖX cty 

ist eine notwendige Bedingung, daß die an der Stelle (a: 0 | y 0 ) differenzierbare Funktion 
z =/(x, y) an dieser Stelle ein relatives Extremum hat. 


Diese Bedingung gilt analog für Funktionen mit beliebig vielen Variablen. 


BEISPIEL 

1. Es sind die Extremstellen der Funktion 
f(x,y) = l/l6- (* *-3) 2 - (y-2) 2 
zu berechnen. 

df = -(*-3) 

dx 1/16- C*-3) 2 - (y-2) 2 
df = -(y-2) 

dy f 16- (* — 3) 2 — (y-2) 2 
Aus 

3/ n V n 

dx dy 

x- 3 = 0 a y-2 = 0 

erhalten wir: 

* 0 = 3 y 0 = 2 

/c*b. y 0 ) = /(3; 2 ) = = 4 




An allen anderen Stellen der Umgebung von (312) ist f(x, y ) < 4. 


Die Funktion f(x, y) = V 16 - (x - 3) 2 - (y - 2) 2 hat an der Stelle (312) ein relatives 
Maximum. 


Sie stellt eine Flalbkugel mit dem Mittelpunkt (31210) und dem Radius 4 dar. 

Es gilt: f m ax=/(3:2) = 4 

























164 


14. Extremwerte bei Funktionen in zwei Variablen 


Hinreichende Bedingung für ein Extremum 

a f (■*()’ y 0 ) a f( x o’ y 0 ) (a /y 0 ) ^1 A 

00 dx 2 dy { dxdy ) 

ist, so hat die Funktion z =/(x, y ) an der Stelle (x 0 , y 0 ) ein Extremum; 
3 2 f(x 0 ,y 0 ) 


wenn außerdem 


wenn außerdem 


dx 2 
d 2 f(x 0 ,y 0 ) 
d? 


- > 0 ist, so liegt ein Minimum vor; 


< 0 ist, so liegt ein Maximum vor. 


Wenn A(x 0 , y 0 )<0 ist, so liegt sicher kein Extremum vor. 

A (x 0 , y 0 ) = 0 liefert keine Entscheidung für das Vorliegen eines Extremums. 


BEISPIELE 
2 . 


Die Extremstellen der Funktion z = x 2 + x y + y 2 + lOx + 5y sind zu ermitteln. 

df 3f 

= 2x + y + 10 = x + 2y + 5 

dx dy 


= 2 


aV 

dx 2 


Extrema: 

dx 


a/ 


= 2 


0 A f 
dy 


1L =1 

dy dx 

2x + y = -101 x Q = -5 
x + 2y = - 5 J y 0 =° 


A(-5; 0) = 2*2-l>0 


Extremum vorhanden 


a 2 /(* 0 ’ y 0 ) 

dx 2 


>0 


Minimum 


i = x 2 + x y + y 2 + 1 Ox + 5y hat an der Stelle (— 510) ein Minimum f { = -25 


MATHEMATICA 


z[x_, y_] := x A 2 + x y + y A 2 + 10 x + 5 y; 

FindMinimum[z [x, y] , {x, -5.5}, {y, -0.1}]; 

{-25., {x -> -5., y -> -6.52506 10~ 13 }} 

Plot3D[z[x, y], {x, -5.05, -4.95}, {y, -0.05, 0.05}]; 


Diese Zeichnung ist nicht sehr instruktiv. 

Wir sehen uns daher die Schichtlinien¬ 
darstellung an. 
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In MATHEMATICA können wir mit ContourPlot Schichtlinien unserer Funktion zeichnen. 

ContourSmoothing -> Automatic glättet die Kurven 
ContourShading -> False verhindert die Schattierung 


z[x_,y_] := x A 2 + x y + y A 2 + 10 x + 5 y; 
g = ContourPlot[z[x,y],{x,-10,0},(y,-5,5}]; 
ContourSmoothing -> Automatic, 
ContourShading -> False]; 



In DERIVE rechnen wir: 


#1: VECTOR (z = x 2 + x . y + y 2 + 10 . x + 5 . y, z, -10, 10, 2) 



3. Die Extremstellen von z =f(x, y)=xy sind zu ermitteln. 


3/ 

dx ~ ^ 


df 

dy 


37 

d? = ° 


37 

dy 2 


= 0 


37 

dx dy 


= 1 


- , 9/ n 9/ 

Extrema: = 0 a = U 

dx dy 

Auch ohne Gebrauch der hinreichenden Bedingung 


37(*„, >ü) 37(* 0 > ^o) f 37(-*0’ y 0 ) 


<0 


A(0|0) = 0 - 1 = -1 < 0 


dx 2 dy 2 l dx dy 

ist zu erkennen, daß an der Stelle (010) kein Extremum liegt. 

In beliebig kleiner Umgebung von O(0|0) gibt es Stellen mit f{x, y)>0 (1. und 3. 

Quadrant!) und Stellen mit f(x, y) < 0 (2. und 4. Quadrant!). 


Der Punkt (01010) ist ein Sattelpunkt. 
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MATHEMATICA 

z[x_,y_] := x y; 

Plot3D[z[x, y], { x, -.05, .05}, {y, -.05, .05}] 



Eindrucksvoller ist die Schichtlinien-Darstellung: 


Ohne Schattierung: 


ContourPlot[x y,{x,-2,2}, {y,-2,2}, 
ContourSmoothing -> Automatic, 
ContourShading -> False]; 


Mit Schattierung: 

ContourPlot[x y,{x,-2,2}, {y,-2,2}, 
ContourSmoothing -> Automatic]; 




-2 


-1 


o 


i 


2 
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4. Die Extremstellen der Funktion f(x, y) = y 3 + 2x 2 y - x 2 - 3y 2 + 1 sind zu ermitteln. 


dx 


Axy - 2x 


% = 3 ? 2+2 * 2 - 6 ? 


d 2 f 

ä ? = 4 ^- 2 


0 2 / 

ä ? = 6 ^- 6 


9 2 / 


4* 



A 



4xy - 2x = 0 


3 y 2 + 2x 2 -6y = 0 


Aus der 1. Gleichung 2*(2;y-l) = 0 folgt: x = 0 oder y = ~ 

Für x - 0 lautet die 2. Gleichung: 3;y (y - 2) = 0 


Wir erhalten somit die Stellen (0|0) und (0|2). 

A(0; 0) = (-2)(-6) - 0 > 0 Extremum vorhanden 

A (0; 2) = (6)(6) - 0 > 0 Extremum vorhanden 


3 2 /(Q; Q) 

dx 2 


-2 < 0 


Maximum 


d 2 /(0; 2) 

dx 2 


= 6 > 0 


Minimum 


Es gilt: /(0; 0) = 1 /(0; 2) = 8 - 12 +1 =-3 

1 2 9 

Für y = — lautet die 2. Gleichung: 2x = — 


Wir müssen daher die Stellen 

( 

3 

> 

1 

und 

( 

-3 

\ 

1 


ifi 

2 

) 


^ 2 ^ 2 " 

2 

/ 


untersuchen. 


3 

2I/2"’ 2 

3 1 

2T2 ' 2 


= 0- 


^ = 0- 


37 

3/ 

37 


äy 2 1 


< 0 =» kein Extremum vorhanden 

< 0 => kein Extremum vorhanden 
/ hat an der Stelle (0|0) ein Maximum; / max = l 


MATHEMATICA 

z [x_/ y_J : = y A 3 + 2 x A 2 y - x A 2 - 3 y A 2 + 1; 

FindMinimum[-z [x,y] , {x,0}, {y,0}] {1., {x -> 0 . , y -> 0 . } } 
FindMinimum[z [x,y] , {x,0}, {y,l> {-3., {x -> 0., y -> 2 . }} 
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14. Extremwerte bei Funktionen in zwei Variablen 


Plot3D[z[x, y], {x, -2, 2}, {y, -1, 3}]; 

Plot3D[z[x, y], {x, -0.01, 0.01}, {y, 1.99, 2.01}]; 



Zu klären ist noch das Verhalten der Funktion für: y — — 
Wir erhalten: 

zl = z /. y -> 1/2 3/8 



3 

8 


Die Funktion z = y 3 + 2x 2 y-x 2 -3y 2 + 1 stellt eine horizontale gerade „Straße“ (im 
Niveau 3/8) dar, mit einem „Hügel“ (+1) auf der einen und einer „Mulde“ (- 3) auf der ande¬ 
ren Seite. 


Die elliptische Höhenlinie ist ein „Promenadenweg“, der in stets gleicher Höhe (3/8) am Fuß 
des „Hügels“ und am Rand der „Mulde“ entlang führt. Wo er die „Straße“ kreuzt, liegen die 


beiden Punkte 


3 

2 fl 


und 


-3 

2T2 


in denen die Tangentialebene hori¬ 
zontal liegt. Diese Punkte sind keine Extremstellen, sondern Sattelpunkte. 


DERIVE 

#1: VECTOR ( z = y 3 + 2 . x 2 . 

2 0 2 
y - x - 3 . y 

#2: [-6 = x 2 . (2 • y - 1) + 
Y 3 - 3 • y 2 



Wenn man die Funktion in der Form z = ^y - ^ j • ^2x 2 + ^ j ^ darstellt, 

erkennt man in der runden Klammer die Gerade und in der eckigen Klammer die Ellipse. 
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5. 


Es ist zu untersuchen, ob die Funktion f(x, y)= I x 1 2 + y 2 ein Extremum besitzt. 


Lösung: 

Die Ableitungen 
definiert. Es gibt 


v 

dx 


und 


' x +y 

keine Stellen, für die gilt: 


df = y 

dy l/* 2 +/ 



A 


sind an der Stelle (010) nicht 



Es ist also nicht möglich, mit Hilfe der Differentialrechnung Extremstellen dieser Funktionen 
zu berechnen. 

Aus /(0; 0) = 0 und f(x, y) > 0 für beliebige andere x und/oder y erkennen wir: 

f(x,y) = f x 2 + y 2 hat an der Stelle (010) ein Minimum. 

MATHEMATICA 

z [x_, y_] := Sqrt[x A 2 + y A 2]; 

Plot3D[z [x, y], {x, -.05, .05}, {y, -.05, .05}] 


DERIVE 


6. Der Abstand zweier windschiefer Geraden und g 2 ist zu berechnen. 1 
?i=?i+^ ? 2 = x 2 + t 2 r 2 

Lösung: 

Wenn wir alle Punkte von g A mit allen Punkten von g 2 verbinden, dann erhalten wir un¬ 
endlich viele Zahlen als Maß der Entfernung. Die kleinste dieser Zahlen heißt Abstand der 
Geraden g 1 und g 2 . 

P \ S «1 P 2 e *2 _ 

rf 0 = Abstand (P 1 ,P 2 ) = / > ,P 2 = \P 2 -P X \ ••• 2 

d 0 = y (Pj-P,) • (P 2 -P x ) ist eine Funktion von t, und t 2 




1 Siehe Seite 241. 

2 Wir bezeichnen den Ortsvektor von P v also OP v wenn keine Verwechslung zu befürchten ist, kurz mit P y 
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Um das Minimum der Funktion d- [ (t v t 2 ) zu erhalten, müssen wir die beiden partiellen 
Ableitungen Null setzen: 


dd t 
dt. 


= 0 und 


dd^ 
d t~ 


= 0 


Dies ist ein lineares Gleichungssystem in ^ und t 2 . 

Wirsetzen t x in die Gleichung für ein und erhalten so die Koordinaten von S r 
Wir setzen t 2 in die Gleichung für g 2 ein und erhalten so die Koordinaten von S 2 . 


S l S 2 ist der gesuchte Abstand. 

Lösung mit DERIVE: 

#1: 

xl 

= [-1, 4, 

6] 




#2: 

rl 

= [1, 1, 

2] 




#3: 

gi 

= xl + tl 

rl 




#5: 

x2 

= [3, 5 , 

2] 




#6: 

r2 

= [2, -1, 

1] 




#7: 

g2 

= x2 + t2 

r2 




#8: 

dO 

= g2 - gl 

[-tl 

+ 2 t2 + 4, -tl - 

t2 + 1, -2 

tl + t2 - 4] 

#10 

: dl 

:= d0 . d0 

6 tl A 2 

: + 6 tl (1 - t2) 

+ 6 t2 A 2 

+ 6 t2 + 33 

#12 

: SOLVE([DIF(dl,tl)= 

0 , DIF(dl,t2)=0] 

,[tl,t2]) 







[[tl = -1 

, t2 = -1]] 

#14 

: sl 

ii 

X 

H 1 

+ 

-1) rl 



[-2, 3, 4] 

#16 

: s2 

II 

X 

IO 

+ 

-1) r2 



[1, 6,1] 

#18 

: d : 

:= y((S2 - 

Sl) . 

(S2 - Sl)) 


5.19615 


Abstand = 5,196 Fußlotpunkte: ,S' 1 (— 21314) S 2 (l|6|l) 


AUFGABEN 

Ermitteln Sie die Extremwerte der folgenden Funktionen z =f(x, y ): 


14.01 3 x 2 - 2y 2 + 6x + 4y + 12 


14.02 x 2 + 3y 2 + 4x - Sy + 6 


14.03 x 2 + y 2 — 3xy + 10 


!4.05 3-^-4 


14.07 2 


16 9 

(x-4) 2 (y + 3) 2 
16 9 


14.04 x 2 + 12y 2 - 2y + 10jc - 5 


14.06 


2 y 2 -* 2 


14.08 2 sin (3 x) cos(4y) 









DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 


15. Grundbegriffe 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Begriff Differentialgleichung erklären; 

■ den Begriff Ordnung einer Differentialgleichung erklären; 

■ die Ordnung einer Differentialgleichung bestimmen; 

■ den Begriff Kurvenschar erklären; 

■ den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Parameter einer Kurvenschar und der Ordnung der 
zugehörigen Differentialgleichung erklären; 

■ die Differentialgleichung einer gegebenen Kurvenschar ermitteln; 

■ technische und physikalische Sachverhalte durch Differentialgleichungen darstellen. 


Jede Gleichung, die mindestens einen Differentialquotienten enthält, heißt Differential¬ 
gleichung. 


Zum Beispiel: 

- Die Gleichung y' = x + 2y ist eine Differentialgleichung erster Ordnung. 

In ihr kommt keine höhere als die erste Ableitung vor. 

- Die Gleichung y" + y ' = e* ist eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. 
Die höchste vorkommende Ableitung ist y". 


Eine Gleichung der Form 

F(x, y, y', ...,y w ) = 0 /is* 1 
bzw. explizit =f(x, y, y', ..., ;y (n_1) ) 

heißt gewöhnliche Differentialgleichung n-ter Ordnung. 


Eine gewöhnliche Differentialgleichung ist somit eine Bestimmungsgleichung für eine Funktion in 
einer Variablen. 


Wir beschränken uns in diesem Buch auf gewöhnliche Differentialgleichungen, die wir kurz 
Differentialgleichungen nennen. 


Das Gegenstück zu gewöhnlichen Differentialgleichungen sind partielle Differentialgleichungen. In 
diesen kommen, wie schon der Name sagt, partielle Ableitungen vor. 


Ihre Behandlung geht über das Ziel dieses Lehrbuchs hinaus. 
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15. Grundbegriffe 


Jede Funktion /, die die Differentialgleichung F(x, y, y\ ..., ;y (n) ) = 0 befriedigt, für die 
also F(x, f, /', / n) ) = 0 gilt, heißt Lösungsfunktion der gegebenen Differentialgleichung. 

Der Graph einer Lösungsfunktion heißt Lösungskurve oder Integralkurve. 

Die Menge aller Funktionen, die eine Differentialgleichung erfüllen, heißt allgemeine Lösung 
oder allgemeines Integral dieser Differentialgleichung. 

Eine Differentialgleichung F(x, y, y', ..., y (n) ) = 0 lösen heißt somit alle Funktionen 
y =f(x ) bestimmen, die diese Differentialgleichung erfüllen. 

BEISPIELE 

1. Lotrechter Wurf ohne Berücksichtigung des Luftwiderstands 

Für den lotrechten Wurf (ohne Berücksichtigung des Luftwiderstands) gilt: a = - g 
Wir setzen das Minuszeichen, da die Erdbeschleunigung nach unten gerichtet ist. 

Dabei ist a die Beschleunigung des Körpers und g die Erdbeschleunigung. 

Die Beschleunigung ist die Ableitung der Geschwindigkeit nach der Zeit, 
dt; 

Folglich gilt: -^y = - g Dies ist eine Differentialgleichung erster Ordnung. 

Durch Integration erhalten wir: t? = -g t+C x 

Dies ist eine Menge von unendlich vielen Lösungsfunktionen mit einem Parameter, nämlich 
der Integrationskonstanten C r 

Jedem Wert von C 1 entspricht eine spezielle Lösungsfunktion. Man nennt v = - g t + C x 

d v 

die allgemeine Lösung der Differentialgleichung yy = — g. 

Die Geschwindigkeit ist die Ableitung des Weges nach der Zeit. Folglich dürfen wir statt 

dü i , d 2 s 

yy = - g, also statt a = - g auch yy^ = - g schreiben. 

Dies ist eine Differentialgleichung 2. Ordnung. 

d s g 

Durch Integration von — = - gf + C, erhalten wir: s - - -t + C A t+ C 2 

Dies ist eine Menge von unendlich vielen Lösungsfunktionen mit zwei Parametern, nämlich 
mit den Integrationskonstanten C, und C 2 . 

Jedem Zahlenpaar C v C 2 entspricht genau eine Lösungsfunktion. 

CT 

Man nennt s = - =^t 2 + C x t + C 2 die allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

d 2 s 



Man bezeichnet jede Lösungsfunktion, in der C x und C 2 bestimmte Werte haben, als 
spezielle Lösung dieser Differentialgleichung. 


Wir geben uns folgende Anfangsbedingungen vor: 

Zu Beginn der Zeitmessung, also zur Zeit t = 0, sei 5 = 0 und v = v Q . 
Für diese Anfangsbedingungen gilt: 
v = -gt+C i v 0 = C 1 s = - |? 2 +C 1 r + C 2 0 = C 2 

g 

Es ist somit s = - ^t 2 + v 0 t eine spezielle Lösung der Differentialgleichung: 


d 2 5 

dT 2 


= -g 
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In MATHEMATICA steht uns zur Lösung von Differentialgleichungen ein sehr starker Befehl zur 
Verfügung. 


DSolve [Differentialgleichung, Funktion , Variable ] 

liefert eine Funktion als Lösung der Differentialgleichung. 


Sie dürfen nicht y, y\ s\ ... schreiben, sondern z. B.: y [x], y' [x], s' [t]. 

lsgl = DSolve [s" [t] == -g, s[t], t] 

, 2 

{ {s [t] =>-^-- + C[l] + t C [2 ] }} 

Wir behandeln zunächst den lotrechten Wurf nach oben mit den Anfangsbedingun¬ 
gen s (0) = 0 und v (0) = 20. 


Wir schreiben die Differentialgleichung und diese zwei Gleichungen als „Liste“. 


Isg2 = DSolve [ {s" [t] == -g, s[0] == 0, s' [0] == 20}, s[t], t] 

g t 2 

{ {s [t] -> 20 t - }} 

lsg3 = % //. g -> 9.81 { {s [ t] -> 20 t - 4.905 t 2 }} 

gl = Plot [lsg3, {t, 0,6}] 

f = s[t] /. Isg3[[1]] 20 t - 4.905 t 2 

g2 = Plot[f,{t,0,6}, PlotRange -> {-20,25}]] 

s 


Freier Fall (u 0 = 0) 

Mit den Anfangsbedin 
5(0) = 0 s' (0) = 0 
erhalten wir: s = -4,905 t 4 


Plot[-4.905 t A 2, 



erzeugt nicht die Kurve, sondern nur einige Fehlermeldungen und unberechtigten Ärger. 
Für Plot brauchen wir nicht {{s[t] -> ... , sondern nur den Rechtsterm. 














174 


15. Grundbegriffe 


2. Barometrische Höhenformel 

Der Luftdruck p nimmt mit wachsender Höhe h ab. 

d p 

Erfahrungsgemäß ist die relative Abnahme — proportional zu d h. 
d p 

Somit gilt: — = - a • d h 
P 

Dies ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung. Die allgemeine Lösung ist leicht zu 
ermitteln. 

Durch Integration erhalten wir: ln p = -a •h + \nC^ 

Wegen -ah- ln eT ah gilt somit: p = C x • e -a ' h 

Das ist die allgemeine Lösung. Sie enthält einen Parameter. Wenn man eine spezielle 
Lösung erhalten will, muß man daher eine Anfangsbedingung vorgeben, z. B.: 
Für h = 0 ist p = p 0 . 

Aus p Q = C^e 0 erhält man C x = p 0 . Somit: p = p Q eT ah 
In DERIVE stehen uns zur Lösung von Differentialgleichungen drei Hilfsdateien zur Verfügung. 

ODEl. MTH gewöhnliche Differentialgleichungen 1. Ordnung 

ODE2 . MTH gewöhnliche Differentialgleichungen 2. Ordnung 

ODE_APPR. MTH Näherungsmethoden für Differentialgleichungen 

Wir laden die Hilfsdatei ODEl. MTH 

DSOLVE 1_GEN (p, q,x,y, c) liefert eine allgemeine Lösung der Differentialgleichung 

p(x,y) + q(x,y)y' = 0 

in Abhängigkeit von der Integrationskonstanten C. 

DSOLVE1 (p, g, x, y, xO, yO) liefert eine spezielle Lösung der obigen Differential¬ 
gleichung mit der Anfangsbedingung 3> 0 = J (*o)- 


Wir wollen übungsweise die Differentialgleichung y' = x • y mit DERIVE lösen. 


Die von DERIVE vorgegebene Form lautet: p(x,y) + q(x,y) • y'= 0 
Wir formen um: —x*y + 1 -j' = 0 

Somit: p = -x • y q = 1 


Die Argumenteliste unserer Funktion DSOLVE 1_GEN, 
die Editierzeile holen, lautet p, q , x, y, c. 


die wir mit 


Author 


F3 


Wir setzen unsere Werte ein und erhalten mit 


ENTER 


S 


unser Ergebnis. 


in 


#37: DSOLVE1_GEN(-x . y, 1, x # y, cl) 
2 

#38: LN(y) - y = cl 
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Das ist die allgemeine Lösung unserer Differentialgleichung. Wenn Sie Ihnen in dieser Form nicht 
gefällt und Sie eine explizite Form bezüglich y wünschen, dann rechnen sie weiter: 

#39: SOLVE (Ln(y) - x A 2/2 = cl, y) 

#40: [y = § x2/2 + cl ] 

Wir machen nun die Probe, das heißt wir setzen die Werte von y und y' in die Differential¬ 
gleichung ein. 

#41: y := exp(x A 2/2 + cl) 

#42: - x y + dif(y, x) 

#43: 0 


Nun wieder zu Beispiel 2: 

Die Lösung ist analog zu unserem Übungsbeispiel, Sie müssen jedoch genau auf die Bezeich¬ 
nungen achten . 1 


Die Argumenteliste unserer Funktion DSOLVEl, die wir mit Author 
Editierzeile holen, lautet p , q, x, y, *0, yO. 

Diese Liste gehört zur Differentialgleichung p {x, y) + q{x,y)y' = 0. 


F3 | in die 


d p 

Wir müssen unsere Differentialgleichung — = 


ad h auf diese Form bringen. 


dp 

dh 


= - a ■ p 


dp 

• P + TT = 0 

dh 


x = h y - p *0 = 0 y®=P 0 p-a-p <7 = 1 


#37: DSOLVEl (a . p, 1, h, p, 0, pO) 

#38: LN (p) - LN(pO) + a • h = 0 


Weitere Definitionen 




Eine Differentialgleichung vom Typ f n {x) x) y (n ^ + ... +f 0 (x) y = 5 (x) heißt 

lineare Differentialgleichung. 


^ Die gesuchte Funktion y und ihre Ableitungen kommen nur in der ersten Potenz vor. 
Z.B.: x 3 y" -xy = x 2 + 1 lineare Differentialgleichung 
1 +y' 2 = 4 nicht linear wegen iy') 2 

siny' = l nicht linear, weil y' als Argument von sin auftritt 


1 Das Problem mit den Bezeichnungen verfolgt den Techniker vom Eintritt in die HTL bis in die Berufspraxis. 
Es gibt keine einheitlichen Bezeichnungen, die Formeln gelten für verschiedene Definitionsbereiche, usw. 

So wie Sie die Hürden in den unteren Jahrgängen (z. B.: Berechnung der Kathete c, wenn die Kathete a 
und die Hypotenuse b gegeben sind; Lösung der quadratischen Gleichung cx 2 - ax + b = 0) genommen 
haben, werden Sie auch mit den kommenden Problemen fertig werden. 

Bedenken Sie: Die Ingenieurtätigkeit besteht nicht im ununterbrochenen Erfinden neuer Dinge. Sie werden sehr 
oft auf bestehende Lösungen (z. B. Computerprogramme) zurückgreifen müssen, deren Bezeichnungen Sie erst 
gründlich studieren müssen. 
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Wenn die Koeffizienten von y, y\ ... konstant sind, spricht man von einer Differential¬ 
gleichung mit konstanten Koeffizienten. 

Wenn mindestens einer dieser Koeffizienten variabel ist, spricht man von einer Differential¬ 
gleichung mit variablen Koeffizienten. 


Z.B.: 3 y " - 5 y' = jc 2 Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 

3 y" - 5x 2 y' = x 2 Differentialgleichung mit variablen Koeffizienten 


Eine Differentialgleichung vom Typ 

/„(*) y M +/,_,Wj ( "" 1) + ...+/ 0 Wj=s (*) 

heißt inhomogene Differentialgleichung. 

Ist das Störglied s(x ) = 0, dann spricht man von einer homogenen Differentialgleichung. 


Z. B.: y"-5y'-y = 0 homogene Differentialgleichung 
y"-5y'-y = sinx inhomogene Differentialgleichung 

Wir schließen diesen Abschnitt mit einem Fahrplan durch jene Gebiete der Differentialgleichungen, 
die in unserem Buch behandelt werden. 





















16. Differentialgleichungen erster Ordnung 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Linienelement und Richtungsfeld erklären; 

■ das Richtungsfeld einer Differentialgleichung 1. Ordnung zeichnen; 

■ Differentialgleichungen des Typs y' =f(x ) • g(y) durch Trennen der Variablen lösen; 

■ homogene und inhomogene Dijferentialgleichungen unterscheiden; 

■ die Begriffe allgemeine Lösung und partikuläre Lösung einer Differentialgleichung erklären; 

■ die zur Bestimmung der allgemeinen Lösung einer inhomogenen Differentialgleichung notwendige 
Beziehung y = y h + y p y ... allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 

y h ... allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung 
y p ... partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 

angeben; 

■ die Methode der Variation der Konstanten erklären; 

■ die lineare Differentialgleichung 1. Ordnung y' + a(x) • y = s(jt) lösen; 

■ die Bedeutung von Anfangsbedingungen für die Lösung einer Differentialgleichung erster Ordnung 
angeben; 

■ die einer Anfangsbedingung zugeordnete Lösung einer Differentialgleichung erster Ordnung berechnen. 


16.1 Geometrische Deutung 

In einer Differentialgleichung erster Ordnung tritt mindestens einmal y' auf, es tritt aber 
nicht y", y'", ... auf. 

Eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung kann explizit in der Form y' =f(x, y) oder all¬ 
gemein durch F{x, y, y') = 0 dargestellt werden. 


Das Wertepaar (x, y ) bezeichnet man als Koordinaten eines Punkts, das Wertetripel ( x, y, y') 

als Linienelement. 


Dieses Gebilde ist geometrisch deutbar als Punkt und der Richtung in diesem Punkt, daher kann man 
es durch einen Punkt mit zugehörigem kurzem Tangentenstück veranschaulichen. 


Die Menge aller Linienelemente nennt man das Richtungsfeld der gegebenen Differential¬ 
gleichung / =f(x, y). 


BEISPIELE 

1. Durch die Gleichung y' = x wird jedem Punkt mit der Abszisse x die gleiche Steigung 
k = y '(*) = x zugeordnet. 

Allen Punkten der y-Achse ist durch y' = x die gleiche Steigung & = y(0) = 0 zugeordnet. 

Den Punkten der y -Achse entspricht das Zahlenpaar (0|y beliebig ), den Linienelementen das 
Zahlentripel (0|)- beliebig |0). 

Wir wählen einige Punkte auf der y -Achse und zeichnen in ihnen kurze waagrechte Geraden¬ 
stücke. 

Allen Punkten mit der Abszisse 1 ist die Steigung k = y\ 1) = 1 zugeordnet. Die Punkte 
dieser Geraden kann man durch (1 beliebig)’ die entsprechenden Linienelemente durch 
(^beiiebigl 1 ) darstellen. 
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Wir wählen einige Punkte auf der Geraden mit x = \ und zeichnen in ihnen kurze Gera¬ 
denstücke mit der Steigung 1. Dieses Verfahren wird fortgesetzt. 



Alle Kurven, die in dieses Richtungsfeld passen, sind Lösungskurven, also Integralkurven 
der gegebenen Differentialgleichung. 

X 

Jede dieser Kurven wird durch die Gleichung y = — + C mit einem bestimmten C be¬ 
schrieben. 

Die Tangente t imPunkt P(x|j) hat die Steigung k = y'(x) = x. 

Wir zeichnen abschließend einige Lösungskurven. 

2. Die Differentialgleichung y' = y ist grafisch zu lösen. Zuerst zeichnen wir einige Linien¬ 
elemente. Für alle Punkte mit y = 0 ist j' = 0. 

Für alle Punkte mit y = ± 1 gilt y f = ± 1 usw. 



Wir zeichnen einige Kurven der Lösungsschar in das angedeutete Richtungsfeld und über- 

d y d v 

prüfen rechnerisch. Aus y' = y, also aus — = y folgt — = dx. 

Wir integrieren diese Gleichung auf beiden Seiten und erhalten ln y = x + ln C. 

Wegen x = Ine* können wir ln y = ln(C • e*) schreiben. Es ist somit: y = Ct x 

Jeder Differentialgleichung der Form y ' = f(x, y) entspricht ein Richtungsfeld und da¬ 
mit eine einparametrige Kurvenschar. Durch Einzeichnen einer passenden Kurven¬ 
schar wird die Gleichung y' =f(x, y) grafisch integriert. 


Weisen Sie durch Differenzieren und Einsetzen der erhaltenen Werte in die gegebene Gleichung die Richtigkeit 
nach! 
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16.2 Differentialgleichungen erster Ordnung mit trennbaren 
Variablen 


Wenn in der Gleichung y' =f(x, y ) der Rechtsterm als Produkt p(x ) • q(y) geschrieben wer¬ 
den kann, also 

y'=p(x)-q(y ) 

gilt, so kann man diese Differentialgleichung durch Trennung der Variablen lösen. 

Es gilt: ^ = p (*) • q (y) und damit = p (x) ■ dx ( q(y ) * 0) 

Durch Integrieren erhält man 1 : 

/ ^Ty) ~ S p (*) dx ’ also @^ = P ^ + C '” 2 

BEISPIELE 


Die Differentialgleichung y' = y ist zu lösen, i 1= 

dy dy 

Aus — = y folgt — = dx 

dx y 

Die Integration dieser Gleichung ergibt: 
ln | y | = x + C\ C\ e U 

lyl=e i+Cl 
I y I = e C| • e* 


y 


= ± e Cl • < 


..- 

y 

C=2 ~~y/ 

4 

c=o x 

\ 

-4 -3 

1 

C=-2 X \ 

\ 

3..-. 

\2 \ 


Für ± e C| setzen wir C und erhalten 

Das ist die Gleichung einer Schar von Exponentialkurven. 


y - Ce x 


(d 



Es ist somit: \y \ = e ' 


zusammengefaßt. 


also y = ± e 

I 


2 +C < =±e C,. e 2 


y = Ce ' 


1 Wir setzen beiderseitige Integrabilität voraus. f d y f 

Beachten Sie: Wir haben die Integrationskonstanten von J ^ fA und von Jp( x)dx zu einer Konstanten C 


q(y) 
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Jedem Cg I entspricht genau eine Lösungsfunktion. Wenn wir die durch den Punkt 
P\ (0|2) gehende Lösungskurve suchen, uns also die Anfangsbedingung y (0) = 2 vor¬ 
geben, so können wir den C-Wert folgendermaßen bestimmen: 



P\ (012) 2 = Ce° => C = 2 

Die Gleichung der durch Pi(0|2) gehenden Lösungskurve lautet somit: y = 2e 2 


3. Die Differentialgleichung yy’ + x = 0 ist zu lösen. 

dy 

Die Trennung der Variablen führt auf: y — = - jc bzw. ydy = - x dx 

y 2 jc 2 C 2 

Die beidseitige Integration ergibt: — = - — + —, also 1 x 2 + y 2 = C 2 

Dieser Gleichung entspricht im kartesischen Koordinatensystem eine Schar konzentrischer 
Kreise um O (010) vom Radius C. 


4. Es sind die Lösungskurven von y-y' + 2 = 0 zu ermitteln, 
dy 

Aus y = - 2 erhalten wir y dy = - 2dx. 
dx 

y 2 . 

Die Integration ergibt: — = - 2x + bzw. y = - Ax + C 

Dieser Gleichung entspricht eine Schar von Parabeln mit der x-Achse als Symmetrieachse. 

Wir lösen in DERIVE dieses Beispiel mit den in der Hilfsdatei ODE1 .MTH stehenden 
Funktionen DSOLVEl_GEN und DSOLVEl. 

Unsere Differentialgleichung lautet: yy' + 2 = 0 

Wir suchen die Lösungskurve durch (1|1). Folglich: p = 2 q = y xo = l yo = l 

In den Zeilen 37 und 38 stehen Ein- und Ausgabe für die allgemeine Lösung, in 39 und 40 für 
die spezielle Lösung, die unsere Anfangsbedingung (111) berücksichtigt. 

Wir lösen diese Relation nach y. Die zwei Lösungsfunktionen stehen in der Zeile 41. 

Nun plotten wir diese zwei Funktionen. 

C 2 . C 2 

—, es ist stets — > 0. Es würde C«0 keinen reellen Kreis ergeben. 


Anstelle von C schreiben wir 
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Wir haben mit DERIVE schon Kurvenscharen gezeichnet (Seite 12) und wollen nun die Parabeln, 
die allgemeine Lösung unserer Differentialgleichung, mit Hilfe von DERIVE zeichnen. 


Die Zeile 44 generiert die Funktionen der „oberen“ Kurvenschar. 
Die Zeile 45 generiert die Funktionen der „unteren“ Kurvenschar. 
Explizit erhalten wir diese Funktionen mit #44 S und #45 


in den Zeilen 46 und 47. 


#37: DS0LUE1_GEN(Z, y, x, y, c) 


Z 

y 

#38: Z-x + - = c 


II. i 

7 ————— 





#39: DSOLUEHZ, y, x, y, 1, 1) 






Z 





X 

y d 

#40: Z-x +-= 0 

Z Z 

#41: [y = 4(5 - 4-x), y = - 4(5 - 4 x)l 

#4Z: y = 42 4(c -Z-x) ' 

-z 

-l 


17 

Z 

) 

y 



#43: y = - 4Z-4(c - Z-x) 

#44: UECT0R(4Z 4(c - Z-x), c, -8, 8, 4) 

#45: UECTORC- 4Z 4(c - Z-x), c, -8, 8, 


+ 

X 

#46: 1Z-4C-X - 4), Z 4(-x - Z), Z 4(-x) 

TT 

y-z 


yz 

4 

#4?: 






#48: [Z 4(-x - 4), Z 4(-x - Z), Z 4(-x) 




^4 



5. Die Differentialgleichung xy' = 1 + y ist zu lösen. 


d v 1 + v 

Diese Differentialgleichung läßt sich in der Form — = schreiben. 

Nach der Trennung der Variablen erhalten wir für y 4= - 1 : 


d y dx 



y 


1 +y ~ x 



3 

o 

C=1 1 1/ 

ln|l+y| =ln|jc| + ln|Ci| 


C=-0,5 

c. 

i 

/// 

ln|l+y|=ln|Ci*jc| 


C=0 -2 V ' 


3 x 

1 +y = ±C\x 

y = Cx- 1 

C=0,5^ 

/-2 


Probe: xy' = Cx 

1 + y = Cx 





Geradenbüschel durch (0| — 1) 
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v 

6. Die Differentialgleichung y' = £- ist zu lösen. 
Durch Trennen der Variablen erhalten wir: 
dy ^ dx 
y ~ X 

Die Integration dieser Gleichung ergibt: 
ln |y | = k • ln | x \ + ln | C\ \ 

Es gilt somit: y = Cx k 

Das ist die Gleichung einer Schar von Potenzkurven, 
die durch den Ursprung gehen, wenn k > 0 ist. 



Es ist die Gleichung der durch den Punkt 
tialgleichung y' = \+y 2 zu ermitteln. 
Durch Trennen der Variablen erhalten wir 




gehenden Lösungskurve der Differen- 


dy 

1+y 2 


dx und somit: arctan y = x + C 

y = tan (x + C) 


Nun ermitteln wir den speziellen Wert C 
für unsere Anfangsbedingung: 


f7 


1/7 = tan^ 


+ C 


C = JL 

12 


Die Gleichung der gesuchten Lösungskurve lautet somit: 



8 . 


Radioaktiver Zerfall 

Von einem einheitlichen natürlich radioaktiven Stoff wandelt sich in gleichen Zeiten immer 
der gleiche Bruchteil der noch nicht zerfallenen Atome in sein Folgeprodukt um. 


d n 

Es ist also die Zerfallsgeschwindigkeit — 
zerfallenen Atome. Es gilt: 


proportional der Anzahl n der noch nicht 


d n 
dt 


= -Xn 


Man bezeichnet X als Zerfallskonstante. 

Es liegt hier eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung vor. 

Die allgemeine Lösung ist durch Trennen von Variablen leicht zu bestimmen. 


— = — Xdt => ln n = —X • / + ln C => n = C • e ^ 1 
n - 

Wenn man eine spezielle Lösung erhalten will, muß man eine Anfangsbedingung vorgeben, 
z. B.: für ? = 0 ist n = n Q 
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n 0 = C • e° => C = R 0 n = n Q Q 

Wir berechnen noch die Halbwertszeit, also jene Zeit, in der die Hälfte der anfangs vorhan¬ 
denen Atomkerne zerfallen sind. 


«o 

y = n o 




H 


ln 2 

T~ 


9. 


Entladung eines Kondensators 

Der Kondensator besitzt die Kapazität C und zur Zeit t = 0 die Ladung Q 0 . 

Wenn der Schalter S geschlossen wird, fließt ein 
Strom der Stärke i, der Kondensator wird entladen. 

Es gelten die Beziehungen: 

Q 

U c - — U c ... Spannung am Kondensator 

. _ d Q Q ... Ladung 

d* C ... Kapazität 

Die Spannung am ohmschen Widerstand ist: U R = i R = R 

Weil die Summe der Spannungsabfälle Null sein muß, erhalten wir: 



R 


dß 1 
dt C 


Q = o 


oder 


d Q J_ 
~di + RC 


Q = 0 


Das ist eine lineare Differentialgleichung erster Ordnung, die wir durch Trennen der Variablen 
lösen. 


^ = -/TC df =* = + 

Mit Q (0) = Q 0 erhalten wir: Q = Q 0 e R C 


AUFGABEN 

Lösen Sie die Aufgaben durch Trennen der Variablen. 

16.01 a) y* = | b) y' = x 2 ;y c) y’ = y 

16.02 ^ y' = b) y'* 4 = 3;y + 3*/ = 0 

16.03^ (1 + ;y) dx+ (2 -Jt) dy = 0 b) 2x dx + 3y dy = 0 c) y'fx = y P 0 (l | 4) 

16.04a) y’ =--^ X ~ (2 | y,) b)y' = l+y P Q (2\5) c) y'x 2 = 2y P( 4 | - 2) 

16.05* Lösen Sie die Beispiele 1 bis 9 mit DERIVE. 

16.06* Lösen Sie die Beispiele 1 bis 9 mit MATHEMATICA. 
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16.3 Gleichgradige Differentialgleichungen erster Ordnung 


Eine Differentialgleichung der Form 

y' =/ 

heißt gleichgradige Differentialgleichung 1 . 


Diese Differentialgleichung kann durch die Substitution 

y 

- = z 

X 

in eine Differentialgleichung mit trennbaren Variablen übergeführt werden. 

BEISPIELE 

1. Die Differentialgleichung (x 2 + y 2 ) dx + 2x y d;y = 0 ist für y (5) = 2 zu lösen. 

Unsere Differentialgleichung lautet in expliziter Form: 

\2 


dy 

dx 


2 2 
x+y 

2x y 


i+U 


2 - 


(x • y + 0) 


„ . . . y dy dz 

Substitution: - — z v = z • x — = — • x + z 
x dx dx 


Wir setzen diese Beziehungen in y ' = - 


dz 1 +z , , . 

— x + z = —^— und erhalten: 
dx 2z 


i+r 

2z 


dx 

2z dz 

1 

6z dz 


ln x | = 

X 

1+3 z 2 

” “ 3 

3z 2 + 1 


,]ßi 

SU 

= |Ct 

bzw. 

x 3 

f y 2 ) 

l x ) 


= c 0 


Spezielle Lösung: 5 (25 + 12) = C =» C = 185 


x(x 2 + 3 y 2 ) = C 
x(^ + 3y 2 ) = 185 


Wir lösen dieses Beispiel mit DERIVE, Hilfsdatei ODEl. MTH, Funktion DSOLVE1 
Bei uns ist p = x 2 + y 2 und q = 2xy. Unsere Lösungskurve soll durch (512) gehen. 


1 Diese Differentialgleichung wird auch homogene Differentialgleichung genannt. Wir vermeiden diese 
Bezeichnung, weil das Wort „homogen“ bei Differentialgleichungen auch in einer anderen Bedeutung verwen¬ 
det wird. 

2 Auf den Beweis wird verzichtet. Der einzuschlagende Weg ist aus den folgenden Beispielen ersichtlich. 



















16. Differentialgleichungen erster Ordnung 


185 


#3 8: DSOLVEl(x 2 + y 2 , 2 . x . y, x, y, 5, 2) 

#39: +3 • x • y 2 -185=0 



x + y 

2. Gegeben sei die Differentialgleichung: y' = ——— (x * y) 

Es ist die Gleichung jener Lösungskurve zu ermitteln, die durch den Punkt P\ (111) geht. 


Die Substitution - = z 
x 


y = Z’X 


dy dz 

~ ~T~ X + Z 

dx dx 


.... . dz 1 +z dz 1 +z 

fuhrt auf: — x + z - z - x — = — - 

d* 1 -z dx 1 —z 


Für x 4= 0 erhalten wir: — = -d z 

x 1 +z 2 


1 , 

Die Integration ergibt: ln |jc | =--ln(l+z) + arctan z+ C 1 





bzw. ln 


/ 1+ ? 


y l/?7 a 

= arctan - + C 1 bzw. I x + y = Ce 
x 1 


Die Anfangsbedingung führt auf: 


f? = 


C e 


'=/ 2 - 


e 4 = 0,645 


Die Gleichung der gesuchten Lösungskurve lautet somit: 


x 2 + y 2 = 0,645 e 


Diese Gleichung können wir durch Einführen von Polarkoordinaten wesentlich vereinfachen. 

Mit x = rcos(p 1^ x 2 +y 2 - r tan (p = ^ 
y = r sin (p 

erhält man r = 0,645 e arctan(tan,,) . Wegen arctan (tan <p) = (p erhalten wir die Gleichung 
einer logarithmischen Spirale: r = 0,645 e 9 
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AUFGABEN 

16.07 Lösen Sie die Differentialgleichungen, jeweils mit der Anfangsbedingung y (1) = 2. 
a) y' = ~ + l b) y' = ~~ c) (x 2 -y 2 )dx + 6x y dy = 0 

16.08* Lösen Sie 16.07 mit DERIVE. 

16.09* Lösen Sie 16.07 mit MATHEMATICA. 


16.4 Exakte Differentialgleichungen 

Eine Differentialgleichung der Form 

P(x, y) dx + Q(x, y) dy = 0 

heißt, wenn der Linksterm ein vollständiges Differential ist, exakte Differentialgleichung 1 . 
Nach dem Satz von Schwarz gilt: 

P(x, y) dx + Q{x, y) dy ist genau dann ein vollständiges Differential, wenn gilt: 

dP _ dQ 
9y dx 

Diese Bedingung nennt man Integrabilitätsbedingung. 

Wenn die Integrabilitätsbedingung erfüllt ist, so existiert eine Funktion u (. x, y) derart, daß 
d u(x, y) = P (jc, y) dx + Q (x, y) dy = 0, 
also d u (x, y) = 0 gilt. 

Es ist dann u (x, y) = C die gewünschte Lösung unserer Differentialgleichung. 

Wie die Lösung gefunden wird, ist aus dem folgenden Beispiel ersichtlich. 


BEISPIEL 

Die Differentialgleichung ( 2x + y - 1) dx + (jc + 3y + 2) d.y = 0 ist zu lösen. 
Wir überzeugen uns zunächst, daß die Integrabilitätsbedingung 
dP dQ 

erfüllt ist. Es gilt: 

dy dx 


P(x, y) = 2x + y-l 
Q(x, y)=x + 3y+ 2 


I - 1 

S - 1 


o -i d Q 

Somit gilt: 

dy dx 


Es liegt also eine exakte Differentialgleichung vor, es gilt: P(x, y) dx + Q(x, y) dy = du 
du du 

Folglich muß ^ = P und -g- = Q gelten. 


1 Auch vollständige Differentialgleichung genannt. 









16. Differentialgleichungen erster Ordnung 


187 


du 


Aus ^- = P erhalten wir 
dx 


ir u = j 


P(x,y) d x + cp(y) 


Bei dieser Integration ist y wie eine Konstante zu behandeln. 


In unserem Fall gilt somit: 


: u=j 


( 2 x + y - 1 ) dx + (p(y) 


u = x l + xy — x + q) (y) 


Um die zunächst nicht festgelegte Funktion (p (y) zu erhalten, differenzieren wir partiell nach y. 


„ . du d(p (y) 

Es ist: = x + —-- 

dy dy 


du 

Wegen 3 - = Q (x, y) = x + 3y + 2 gilt: 

dy 


, . 0,0 , d( p (y) 

x + — - = x + 3y + 2 also — - 

dy dy 


3y 

3y + 2 <p (y) = -y- + 2y + C 1 


2 3y z 

Es ist somit u = jc +;cy-x + + 2y + C 1 


Die Lösung unserer Differentialgleichung ist also 


2 , , 3y 

x + x y - x + — + 2 y = C 


AUFGABEN 

Lösen Sie die exakten Differentialgleichungen: 


16.10 a) xdx-ydy = 0 

16.11 a) (3x + 2y) dx +(2x - 4y) dy = 0 

16.12 a) x 2 e y dx H- f — e^ — 1 J dy = 0 


b) (x 2 - y) dx + (y 2 - x) dy = 0 
b) (4x 3 y 2 - 3x) dx + (2x 4 y + 3y 2 ) dy = 0 
b) cosy dx-xsinydy = 0 



Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) 

war einer der bedeutendsten Mathematiker, Physiker und Astronomen. 

Er baute die Variationsrechnung aus und war 20 Jahre in Berlin tätig, wo er die 
Methode der Variation der Konstanten zur Lösung von inhomogenen Differen¬ 
tialgleichungen fand. 

Er ging neue Wege bei der Lösung algebraischer Gleichungen und untersuchte 
die Konvergenz von Potenzreihen (Lagrange-Restglied). 

Lagrange verfaßte ein 14bändiges Werk über Himmelsmechanik. 
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16.5 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung 

Die Grundform (normierte Form 1 ) der linearen Differentialgleichung erster Ordnung lautet: 

y' +a(x)y = s(x) 

Ist 5(x) 4= 0, so spricht man von einer linearen inhomogenen Differentialgleichung erster 
Ordnung 2 . 

Ist s(x) = 0, so spricht man von einer linearen homogenen Differentialgleichung erster 
Ordnung. 

Wir betrachten zunächst die homogene Differentialgleichung y' + a (jc) jy = 0. 

Sie kann durch Trennen der Variablen gelöst werden. 

^ = — a(x)y (y * 0) ^ = - <2 (x) dx 

Es ist ln|y| = -Ja (x) dx + ln | C | und somit y h = Ce~^ a ^ dx 

wobei der Index h anzeigt, daß es sich um die Lösung der homogenen Differentialgleichung handelt. 
Spezialfall: Wenn a(x ) konstant ist, also a(x) = a gilt, so ist: y h = Cz~ ax 

Allgemeine Probe: Es ist y h = Cs-^ x)ix und daher y h ' = Ce~l a(x)dx ■ (~a(x)). 

Wir erkennen: y h f =-a(x) y h w. z. b. w. 

Wir haben bereits y^ = Ce - ^ (A:) dx gefunden und müssen noch eine spezielle Lösung y p der in¬ 
homogenen Differentialgleichung finden. Wir verwenden dazu die vom französischen Mathematiker 
Lagrange stammende Methode: 


Methode der Variation der Konstanten 

Man ersetzt in y h = C dx s a i so j n d er Lösung der homogenen Differentialgleichung, die 
Konstante C durch einen Term C(x) und bestimmt diesen Term so, daß y = C{x) dx 
eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist. 


s 


Diese Methode wird anhand einiger Beispiele erklärt werden. 

Zur Auflösung der inhomogenen Differentialgleichung geben wir folgenden wichtigen Satz an. 


Die allgemeine Lösung y der inhomogenen Differentialgleichung 

y' +a(x)y = s(x) 


läßt sich in der Gestalt 


y=y h + y P 

darstellen. 

y heißt die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. 


y h wird aus der homogenen Gleichung durch Trennen der Variablen bestimmt. 
y p ist eine spezielle Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. 

Sie wird entweder durch Variation der Konstanten ermittelt oder erraten oder aus der techni¬ 
schen (bzw. physikalischen) Situation abgelesen. 


1 Eine Differentialgleichung heißt normiert, wenn der Koeffizient der höchsten Ableitung 1 ist. 

2 s(x) heißt Störfunktion. 
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In DERIVE stehen uns in der Hilfsdatei ODE 1. MTH für die Lösung der linearen, normier¬ 
ten Differentialgleichung erster Ordnung 

y'+p(x) -y = q{x) 

folgende Funktionen zur Verfügung: 

LINEARl_GEN(p, q, x, y, c) liefert eine allgemeine Lösung in Abhängigkeit von 

der Integrationskonstanten C. 

LINEARl (p, q, x, y, xO, yO) liefert eine spezielle Lösung für die Anfangsbedin¬ 
gung y 0 = y(x 0 ). 


BEISPIELE 

1 . 


V 9 

y' + - = x + 4 (x 4= 0) ist zu lösen. 


Es liegt eine lineare inhomogene Differentialgleichung erster Ordnung vor. 


Es gilt: y = y h + y 


Die homogene Differentialgleichung lautet: y' + ^ = 0 


d y y 

Durch Trennen der Variablen erhalten wir aus — = - - die Differentialgleichung: 

^ = (y * 0) 

y x 


Es ist somit: ln | y | = - ln | x | + ln | C | 


yn 


Durch Variation der Konstanten müssen wir eine partikuläre Lösung y p finden. 


C(x) 

Wir setzen: y = - 

j p x 


Somit: y ' 

J p 


C (x) x - C (x) 


Das Einsetzen der Rechtsterme in die gegebene inhomogene Differentialgleichung ergibt: 

C / (x)x-C(x) C(x) 9 
—-— + — 1 y~ = x z +4 

X X 

C'(x) x 4 

Somit ist ——— = x 2 + 4 also C'(x) =x 3 + 4x und somit C(x) = — + 2x 2 

C(x) . , , C (x) x 3 „ 

Wegen y p = — — ist daher y p = —— = — + 2x 

C x 3 

Die allgemeine Lösung unserer inhomogenen Differentialgleichung lautet: 3 ; = — + — + 2x 
DERIVE 


LINEARljGEN x 2 +4, x, y, c j 


y = 


4 2 

x + 8 • x + 4 • c 


4 • x 


Beachten Sie: y h ist keine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung. 
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2 . y'-y tanx = 2 sinx ist zu lösen. 

Lösung: Es gilt: y = y h + y p 

Homogene Differentialgleichung: y'-y tanx = 0 
d 3 ; d v 

Trennen der Variablen: — = y tanx — = tan xd x 
dx y 


•n|y I 


= djt + ln|C | 

J cosx 


ln|y | = - ln |cosx | + ln |C| 


C 

^ h cosx 


Variation der Konstanten: y 

y p 


C(x) 

cosx 


Somit: y 


C'{x) cosx + C (x) sinx 


cos 2 x 


Das Einsetzen der Rechtsterme in die inhomogene Differentialgleichung ergibt: 

C' (x) cosx + C (x) sinx C (x) sinx 

- 2 -—=- = 2 sinx 

cos x cos x 


Somit ist 

folglich 


C’{x) = 
cosx 

C(x) = - 


2 sinx 

cos 2 x 

2 


und damit C'(x) = 2sinx cosx = sin2x 

_ C(x) _ cos2x 
y p cosx 2 cosx 


Allgemeine Lösung: y = y h + y p 


C cos2x 
cosx 2 cosx 


2C- cos2x 
2 cosx 


MATHEMATICA 


DSolve[y' [x] - y[x] Tan[x] == 2 Sin[x], y[x], x] 

{{y[x] -> -Cos [x] + C[l] Sec [x] }} 


Für C [ 1 ] =1 erhalten wir: 

y = -Cos[x] + Sec[x]; 
Plot[y, ( X/ - 1 , 7}] 



DERIVE 


LINEAR1_GEN(- TAN(x), 2 


SIN(x), x, y, c) 


SIN(x) 2 + c 
COS (x) 
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Ausschalten eines Gleichstroms 


In einem Stromkreis mit dem ohmschen Widerstand R und dem induktiven Widerstand L fließt 
ein Strom mit der Stärke /. 

d i 

Beim Ausschalten wird an den Enden der Spule eine Spannung U = - L — induziert. 


Diese Spule wirkt nun wie eine Stromquelle. 
Nach dem Ohmschen Gesetz ist U=i R. 

di 


Es gilt somit: i R = - L 


dt 


also: 


di R 

— = - T dt 
i L 


“ U 


31 


Wir integrieren diese Gleichung und erhalten: 
R 


ln | i | — — — • t + C 


also: i = e 


-z- 


Nun berücksichtigen wir die Anfangsbedingung: 
Zur Zeit 0 herrscht die Stromstärke /. 


Es gilt daher: / = e 


■I- _c 


also / = e 


Wir erhalten somit: i = / e 


R 

~ L 1 



Einschalten eines Gleichstroms 

Die Stromstärke i steigt von i = 0 bis zum stationären Wert 
Nach dem 2. Kirchhoffschen Gesetz gilt: 


d i 

U-L — = Ri 
dt 


di R . U 

und damit: — + — i = — 

dt L L 


Dies ist eine lineare inhomogene Differentialgleichung. 
Es gilt daher: i = i h + i p 

di R 

Die homogene Differentialgleichung lautet: — + — i 


Lösung dieser Gleichung: i h = Ce 


R 

— t 
L 



Es gilt: i p = C{t) • e 


R 

~ Z 1 


d i 

_i 

dt 


R 

P = t Z ‘ 


C'(t ) - T C(t) 


R 

- Z t[ 


R 


C'(t) --C(t)+-C(t) = — 


u 
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R R 

U 7' U 7' U 

Diese Gleichung ist äquivalent mit C'(t ) = — e => C(0 = — e und damit i p = — 

/? 

-J 1 U -j 1 

Es ist somit: i = Ce + — und damit: i = Ce + / 

R 

Anfangsbedingung: Für f = 0 ist i = 0. Es gilt daher 0 = Ce° + /, also C = - /. 


Unsere Lösungsgleichung lautet damit: i = I -1 e L also 


Wir rechnen und zeichnen nun mit MATHEMATICA 


i = I 


1 - e 


lsgl = DSolve[{i' [t] +R/Li[t] == U/L, i [ 0 ] = = 0}, i[t], t] 


{{i[t] -> - 


U 


U 


R e (R t, / L r 


}} 


Das ist die allgemeine Lösung. Nun ermitteln wir eine spezielle Lösung für U = 100 V, R = 10 Q, 
L = 5 H und die Anfangsbedingung i (0) = 0. 


Isg2 = lsgl /. {U->100, R->10, L->5> 
f = i[t] /. Isg2[[1]] 

Plottf, {t, 0, 3>, AxesLabel -> {"t in s". 


-> 10 


10 


E 

10 - 


2 t 
10 


}} 


J2 t 


" i in A" > ] 


i in A 



Einschalten des Wechselstroms 

Wenn an eine Spule eine Wechselspannung u = U sin a> t gelegt 

d i 

wird, so wird in ihr die Induktionsspannung u L = - L — erzeugt. 

Es gilt dann: L^+R i = Usin cot bzw. ^ ^ i = ^ sin cot 
dt dt L L 



M >3 
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Bekanntlich gilt: i = i h + i 


di R 


Die Lösung der homogenen Differentialgleichung — + — i = 0 ist: i h = C e 


Um i zu erhalten, setzen wir: i = C (t) ■ e 

p p v ' 


R 

~ L 1 


, • R 

di - - ff R 

Damit erhalten wir: - e L \C'(t) C(t ) 

dt y L 

R 

~ L 1 


C'(t) - — C(t) + — C(t) = — sintuf C' (t) = — e L sin cot 


Die partielle Integration des Rechtsterms ergibt: 


U e 

= 77T 
L ( R 


R 

L 1 


— sin (o t - (o cos ca t 


R 

U Lq l 

— --—- — sin (o t - co cos cot 

R 2 + co 2 L 2 V L 

U 


Ue 


R 

L 1 


R 2 + co 2 L 2 


(R sin cot- (o L cos co t) 


Es ist somit: i = — - (R sinco t - co L cos cot) 

p R 2 + co 2 Lr 

Dies ist äquivalent mit 1 : i = 


U ] / 9 t 9 CO L 

1IR +co L sin (cot-(p) tan (p=-— 


also mit: 


Somit: i - 


R + co L 
U 

i 2 r 2 


u 


I R A + co A L A 
sin (co t - (p) + C e 


• / n (oL 

sin (cot-(p) tan n 
R 


\I R 2 + co 2 L 2 

Wir berücksichtigen nun die Anfangsbedingung 

U 

i (0) = 0 und erhalten: C = = =■ sin<p 


Somit: i = 


U 


f^^L 2 

R ^ 

sin (cot- (p) + sin(p ■ e L 


U 

i =1/ —^»—r • sin (p • e 
1 Ir 2 + co 2 L 2 


R 
~ ~L 


Wir können diese Formel auch folgendermaßen schreiben: i = i ein + i sm 

Einschaltstrom 

stationärer Strom 


U 


• sin (cot- (p) 

Das „Gleichstromglied“ i gin ist so groß, daß der Einschaltstrom mit i (0) = 0 beginnt. 


Siehe Band 2, Addition von Sinusfunktionen mit gleicher Periode. 


t-< I Je 
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Wir wollen nun dieses Problem mit DERIVE lösen. 


#37: CaseMode := Sensitive 

#38: U := 100 

#39: R := 100 

#40: L := 1 

#41: w := 100 . 7t 

#42: LINEAR1 5 . SIN ( W . t ), t, i, 0, oj 

#43: i = 0.289025 • e -100 ' - 0.289025 * COS(314.159 • t) + 

0.0919996 • SIN(314.159 • t) 

#44: i_ein : = 0.289025 • e -100 ' 

#45: i_stat := - 0.289025 • COS(314.159 • t) + 

0.0919996 • SIN(314.159 • t) 



Variieren Sie die Eingangswerte und diskutieren Sie die Ergebnisse, am besten in einer Gruppe! 
Mathematik ist die höchste Art von Phantasie. Mit CAS sind Ihrer Phantasie keine Grenzen gesetzt! 

Beachten Sie für das Rechnen mit DERIVE: 


Fast alle Differentialgleichunger erster Ordnung, die in unserem Buch Vorkommen, kann man 
auf die Form 

p(x, y) + q(x, y)-y' = 0 

bringen und mit 

DSOLVEljGEN (p, q, x, y, c) die allgemeine Lösung und mit 
DSOLVEl (p, q, x, y, xO, y 0) eine spezielle Lösung für erhalten. 
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Für das Lösen der linearen, normierten Differentialgleichung erster Ordnung 

y' + p(x)-y = q(x) 

stehen uns zusätzlich folgende Funktionen zur Verfügung: 

LINEAR1_GEN ( p, q, x, y, c) liefert eine allgemeine Lösung in Abhängigkeit von 

der Integrationskonstanten C. 

LINEAR1 (p, q, x, y, xO, yO ) liefert eine spezielle Lösung für die Anfangsbedin¬ 
gung y 0 = ;y(x 0 ). 


AUFGABEN 


Lösen Sie die Differentialgleichungen: 


16.13 a) y’+3x 1 y = x-2 


»s-i 


+ x 


16.14 a) y' + 3y = 3*-5 P 0 (0|2) 


b) y'-ytan* = sin 2* A(0|1) 


16.15<|) y'—2y = 1+e* •• 


(jj) y' +y = cos 2* i/ 


16.16 a) y' -ycosx = 4 sin 2* 

16.17^| y' = y(*+l) / 

16.18 a) xy' + y = x • sin x Pq (0,3 | 0,9) 


b) y'+y = cosx + 3sinx 
b) xy' - y = * 2 cos* 

>f byjxy' + y = x 2 sin* 


F 0 (0,5 | 0,8) 
A>(0 | 0,5) 


/o y°.> '/ 

Augustin-Louis Cauchy (1789-1857) 


war nach Gauß der bedeutendste Mathematiker seiner Zeit. 

Er verfaßte über 800 Arbeiten, von denen viele bahnbrechend waren. 

Er formulierte in einwandfreier Form die Begriffe „Grenzwert“ und „Stetigkeit“ 

( 1 

und bewies als erster die Konvergenz von I 1 + - 

Die Hauptarbeitsgebiete von Cauchy waren die Theorie komplexer Variablen, 
die Analysis, die Theorie der Differentialgleichungen und deren Anwendung 
auf verschiedene Gebiete der Physik. 



Giuseppe Peano (1858-1939) 

leistete mit seinen Forschungen einen großen Beitrag für die moderne Mathe¬ 
matik. Das nach ihm benannte Axiomensystem für die natürlichen Zahlen ist 
der Beginn einer neuer Ära der Mathematik. 

Er erkannte beispielsweise die Bedeutung des geordneten Paars. 

Er bewies, daß die Differentialgleichung / =/(*, y) lösbar ist, wenn / eine 
stetige Funktion ist. 







17. Differentialgleichungen zweiter Ordnung, die 
sich auf Differentialgleichungen erster Ordnung 
zurückführen lassen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgende Differentialgleichungen lösen können: 

■ Differentialgleichungen vom Typ y"= f(x) 

■ Differentialgleichungen vom Typ y" =f(x, y') y"=/(y') y"=f(y ) 


Die Differentialgleichung zweiter Ordnung lautet in expliziter Form: 

y"=f(x, y, y') 


Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung kann geometrisch als ein Krümmungsfeld gedeutet 
werden. 

Durch (x 0 |y 0 ) ist ein Punkt P 0 bestimmt. 


Durch Vorgabe von y 0 ' ist die Steigung in diesem Punkt vorgeschrieben. 


Man kann dann durch y" =f(x 0 , y 0 , y 0 ') die Krümmung k q 
W ir erkennen: 

Die Lösung der Differentialgleichung zweiter Ordnung 
y"=f(x, y, y') ist nicht nur von der Funktion / 
abhängig, sondern auch von zwei Anfangs- bzw. Rand¬ 
bedingungen. 

Üblicherweise gibt man vor: 

Anfangsbedingungen y (x 0 ) = y 0 

y'(x 0 )=y 0 ' 

oder 

Randbedingungen y(x a ) = y 1 

y(x 2 )=y 2 


-rrr berechnen. 

(l+^o ' 2 ) 3/2 



In gewissen Fällen, nämlich dann, wenn entweder x oder y oder beide nicht in der Differential¬ 
gleichung Vorkommen, läßt sich y"=f(x, y, y ') auf eine Differentialgleichung erster Ordnung 
zurückführen. 


Der einzuschlagende Weg ist aus den folgenden Beispielen zu ersehen. 


1- Typ y"=f(x ) 


Zweimalige Integration führt hier zum Ziel: 


y’ = fy" dx 

y ' = [/Wd^+Cj 
r f r \ 

y = jy'dx 

y = 1 I |/(jc)dxjdx + C t x + C 2 
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BEISPIELE 

1. Es ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung y" = 2x - 5 zu finden. 
y' = J (2x — 5) d-x: = x 2 -5x+q 

f x 3 5x 2 x 3 5x 2 

y = J (x 2 -5x + Cj)dx = —~ — + CjX + C 2 y= J --y + c ,x + C 2 

2. Es ist die Lösung der Differentialgleichung y" = x 2 + 2x - 5 mit den Anfangsbedingun¬ 
gen y (0) = 0 und y'(0) = 3 zu finden. 

Es gilt: y' = J y"dx = J (x 2 + 2x- 5) dx = -h jc 2 — 5jc H- C ' 1 

f jc 4 x 3 5x 2 

y = Jy'dx = - + J -- T + c^ + c 2 

An der Stelle x Q = 0 soll = 0 sein. Somit ist C 2 = 0. 

An der Stelle x 0 = 0 soll y 0 ' = 3 sein, es muß also q = 3 sein. 

Wir erhalten: y = (x 4 + 4x 3 - 30x 2 + 36x) 


3. 


Die Differentialgleichung y" = x sinx 
und y ' (1,26) = 1,42 ist zu lösen. 

Es gilt: y* = Jy"dx = Jx sinx dx 

_y'=-x cosx + sinx+ q und y = 


mit den Anfangsbedingungen y (1,26) =0,84 

Durch partielle Integration erhalten wir: 
y' dx = -xsinx-2cos x+qx+q 


An der Stelle x 0 = l,26 soll j 0 = 0,84 und ;y 0 ' = l,42 sein. 

Somit gilt: 1,42 = - 1,26-0,306+ 0,952 + q => q = 0,853 

0,84 = - 1,26 • 0,952 - 2 • 0,306 + 0,853 • 1,26 + q => C 2 = 1,576 
Die Gleichung der Lösungsfunktion, die den gegebenen Anfangsbedingungen genügt, lautet: 

y = -xsinx-2cosx + 0,853x+ 1,576 
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2. Typ y"=f(x, y') 


dp 

Durch die Substitution y'=p(x ) und damit y" = — kann y" 

=f(x , y*) auf die 


dp 

Differentialgleichung erster Ordnung — = f(x, p ) zurückgeführt werden. 


BEISPIELE 


4. Die Differentialgleichung xy" = y' ist zu lösen. 

dp 

Wirsetzen: y' = p(x ) Somit ist: y" = — 

dp 

x — = p ist eine Differentialgleichung erster Ordnung in p. 

dp dx 

— = — (p * 0, x + 0) 

p X 

ln | p | = ln | x | + ln | Cj | = ln | C x x \ 

P = C x x 


y = jpdx = jc^xdx 

y = C 1 y + C 2 

5 . Biegelinie 



Ein Balken wird bei Belastung verformt, seine ursprünglich gerade Achse wird dabei 
gekrümmt. Wir beschränken uns hier auf den Einfluß der Biegemomente auf die Krümmung 
und vernachlässigen dabei den Einfluß der Querkräfte 1 . 


A s Verlängerung der Randfaser 

p Radius des Krümmungskreises 

e = — Dehnung 

_ 

e = % Hooke-Gesetz 

E 

M b 

<7 = — Biegegleichung 

W = - Widerstandsmoment 

e 

P / 

Wir erkennen: 

e As M b e 

p = ~T = £ = ~EW = ~e'1 

1 M b 

Somit: — = -=-= 
p El 



Dies ist bei Balken mit / > h möglich. Die ursprünglich normal zur x -Achse stehenden Querschnitte bleiben 
dann auch in verformten Balken eben und normal zur Achse. 
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1 1 y 

Wir entnehmen der Formelsammlung :-= -— 

p a+/V /2 

Bei unseren Voraussetzungen gilt: y'< 1, daher ist 1 + y ' 2 ~ 1 


Wirerhalten:-= y" 

P 

Die Differentialgleichung der Biegelinie lautet somit: 


Für einen eingespannten Kragbalken mit Einzellast gilt: 
M = - F(l-x) und somit: 


y” 

y 


Yl (l ~ x) 

El{ 2 6 



+ C^x + C 2 



Aus den Randbedingungen 



x=0 y =0 

jc = 0 y' = 0 erhalten wir: C 1 = 0 und C 2 = 0 
Somit lautet die Gleichung der Biegelinie in diesem Fall: 

= = 
y El{ 2 6) 2 EI 

Wir lösen nun das Beispiel f mit = 10 -6 J mit MATHEMATICA: 



b = DSolve[(y"[x] = = -10 A (-6)(1-x) , y[0] == 0, 
y'[0] == 0}, y[x], x] 



Beachten Sie: Mit y[x] /. %[['\\] greifen wir auf das 1. Element der Lösungs¬ 
menge von y zu, also auf den rechts von - > stehenden Term. 

/. l->50 ersetzt in diesem die Variable 1 durch den Wert 50. 


Beachten Sie: x -Achse nach rechts, y -Achse nach unten. 
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3. Typ y"=f(y') 


Auch hier führt die Substitution y' =p(x) zum Ziel. 


Der einzuschlagende Weg ist aus den Beispielen ersichtlich. 


BEISPIELE 

6. Die Differentialgleichung y" = 1 + y /2 ist zu lösen. 


Lösung: 

Substitution: y' = p(x) 


dp 


y = 

x + C, = 


dp 


dx dx 

dp 


■-■/t 


+p 


1 +p z 

2 = arctan p 


dp 

i V 


dx 


Somit gilt: p = tan (x + Cj) 

Es ist y' = p und somit y = Jp dx. 

- sin (x + C t ) 


y = J tan (x + Cj) dx = -J - 


) dx = C 2“ ln l cos (* + C i)l 

y = C 2 - ln | cos (x + Cj) | 


7. Die Differentialgleichung der Kettenlinie lautet: y" = -|/l+y' 2 


Die Gleichung dieser Kurve, für die die Anfangsbedingungen y(0) = ö und y'(0) = 0 
gelten, ist zu finden. 


Lösung: 


dp 


Mit y'=p und damit y" = -r— erhalten wir 
dx 


dx a 


+ p und nach der Trennung der Variablen 


dp dx 

7TT7 / 

arsinh p = — + C. 
a 




Spezielle Lösung für a = 2, C, = C 2 = 0 
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Anfangsbedingungen: 


y' (0) = 0 0 = sinhC 1 => C x = 0 


Die Gleichung dieser Kettenlinie durch (0 | ä) mit y'(0) = 0 lautet somit: 


a cosh — = — 
a 2 


e +e 


4. Typ y" =f(y ) 


Auch hier führt die Substitution y f =p zum Ziel. 


Wir setzen: y " 


dp _ dp dy _ dp 
dx dy dx dy ^ 


BEISPIELE 

8. Das Integral von y " 
Lösung: 


— ist zu ermitteln. 

y 


, , „ dp dy dp 

y -p und v = --— = — • p fuhrt aut: 

dy dx dy 

dp 1 , dy 

P äy = / Pdp= / 


p_ = __L + ii 

2 2y 2 2 


C x y -1 


P = 


dy 

dx 


±l/c,y 2 -l 


dx = 


y • dy 


1 


(C,y 2 


— 1/C,y z -1 +C 2 bzw. y = ± 


C, (^-C 2 ) 2 + ^r 


Jules-Henri Poincare (1854-1912) 

französischer Mathematiker, Physiker, Astronom und Philosoph. 

Er veröffentlichte etwa 250 Arbeiten auf den Gebieten: Differentialgleichun¬ 
gen, Differenzengleichungen, komplexe Funktionen, Potentialtheorie, Wahr¬ 
scheinlichkeitsrechnung, nichteuklidische Geometrie, Hydromechanik, Optik, 
Elektromagnetismus, Himmelsmechanik, ... 

Poincare war einer der letzten Universalisten, ein großer Wegbereiter der 
modernen Mathematik. 


1 + 0 ) 
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5. Typ 


y" =f(y . y') 


dp 

Wir setzen y' =p Dann ist: y" = — • p 


BEISPIEL 


9. Die Differentialgleichung yy" + y' =1 ist zu lösen. 
Lösung: 

dp 

Die Substitution y' = p und y" = -r— • p führtauf 

dy 

dp 2 

yjj-p+p = i 

p^p_ *1 + 

i-/ y 

Wirerhalten: ln|y| = -1 ln|l -/> 2 | + 1 ln|cj 
y 2 (l-p 2 ) = C, 


Somit gilt: p = 


/y 2 -c, 


A dj 

Aus — 
dx 


? 2 - c , 


folgt für y 2 * Cy dx = ^ ^ 


' ' ■ 1 

Die Lösung unserer Differentialgleichung lautet somit: 

x = ± Iy 2 - C 1 + C 2 bzw. y = ± Ix 2 + 




AUFGABEN 

Lösen Sie die Differentialgleichungen, auch in DERIVE (D) oder MATHEMATICA (M) 

17.01 a) y" = 3* 2 -2x +1 ^(0|0); P 2 (l|l); M b) y" = jccos.x ^(0|0); P 2 (l|l); M 

17.02 a) y" = x 2 sinx ^(0|0); P 2 (4|15); D b)x 3 y" = 2jc 6 ^ (0|0); y'(0) = 0,5;D 

17.03 a) x 2 y" = y' b) *y" + y' = 0 y(l) = 2; y'(l) = l; M 

17.04 a) y" = l+y' P 1 COjB); y'(0) = 0,8; D b)y" = l-y' y(0) = 0; y'(0) = 0,8 D 

17.05 a) y" = y' + 5 y(0,6) = l,2; y'(0,6) = -l;M b) yy" = y' 2 y(l) = 2; y'(l) = 4; M 





















18. Lineare Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung mit konstanten Koeffizienten 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ den Ansatz y = e^ für die Lösung einer homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten 
Koeffizienten angeben; 

■ den Begriff charakteristische Gleichung erklären; 

■ homogene Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten y" + a x y' + a 2 y = 0 
lösen; 

■ inhomogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

y" + a 1 y' + a 2 y = s(x) 

mit Hilfe der Variation der Konstanten, bzw. mit einem speziellen Ansatz lösen, wenn das Störglied s (*) 
a) ein Polynom, b) eine Sinusfunktion, c) eine e-Funktion oder d) eine Summe von a), b), c) ist; 

■ die Bedeutung von Randbedingungen für die Lösung einer Differentialgleichung angeben; 

■ die zu gegebenen Randbedingungen gehörige Lösung einer Differentialgleichung berechnen. 


Unter linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

versteht man Differentialgleichungen der Form 

y" + a^y'+ a 2 y = s(x) ( a v a 2 eU ) 

Wenn s (x) = 0 ist, so spricht man von einer homogenen Differentialgleichung, andernfalls 
von einer inhomogenen Differentialgleichung. 

s (jc) heißt Störfunktion. 


18.1 Homogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten 


y" + a 1 y' + a 2 y = 0 (a v a 2 e IR) 


s 


Ohne Beweis seien die folgenden wichtigen Sätze angegeben: 

Wenn y A eine Lösungsfunktion der obigen homogenen Differentialgleichung ist, so ist auch 
Cj • eine Lösungsfunktion. 

Die Differentialgleichung y " + a x y’ + a 2 y = 0 hat zwei linear unabhängige Lösungsfunktio¬ 
nen y 1 und y 2 . ..- 1 

Es gilt: > ; A = c i3 ; i + C , 2 y 2 

Bei homogenen linearen Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten führt stets der 
Ansatz 

zum Ziel. 


1 ^(jc) und y 2 (x) sind linear unabhängig, wenn C^yfa) + C 2 y 2 (x) = 0 für alle x nur für Cj = C 2 = 0 
erfüllt ist. 
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Gegeben ist die Differentialgleichung y" + a x y' + a 2 y = 0. 

Mit dem Ansatz y = e A * erhalten wir: y' = Ae^ 

y' = AV* 

Wir setzen die Rechtsterme in die Differentialgleichung ein: 

q Xx (A 2 + a x A + a 2 ) = 0 

Weil e ÄX für alle x eU ungleich Null ist, muß gelten: 

A 2 + A + a, 2 = 0 

A 2 + a x A + a 2 = 0 heißt charakteristische Gleichung der Differentialgleichung 

y" + a 1 y' + a 2 y = 0. 


Aus dieser Gleichung errechnet man die Werte X x und A 2 , die Eigenwerte dieser homogenen 
Differentialgleichung 



Nach der Beschaffenheit der Diskriminante unterscheiden wir drei Fälle: 

«, 2 

1. Fall: - a 2 > 0 A 1 und A 2 sind reell und voneinander verschieden. 

Die allgemeine Lösung unserer homogenen Differentialgleichung lautet dann :y h = C x e Al * + C 2 e A2 * 


a \ a t 

2. Fall: — - a 2 = 0 A v A 2 sind reell und es gilt: A 1 = A 2 = A = - — 

Die allgemeine Lösung der Differentialgleichung y" + a x y' + a 2 y = 0 lautet dann: 

y h = ( c ^ + C 2 x )z Xx 


a 

3. Fall: ~r~a 0 < 0 
4 2 

y 0 = e (r+j *)* mit k = 


A 1 und A 2 sind konjugiert komplex. 


2 ~ ’ 


« 2 - - 4 - ist also eine Lösung der homogenen Differential¬ 


gleichung. 

Aufgrund der EULER-Formel gilt: y 0 = e (r+ ^ x = e KX cos cox + je™ sin wx = y x + j y 2 
Wir setzen in die homogene Differentialgleichung ein und erhalten: 

Oi"+j y{) + «i 0 7 !'+j y 2 0 + a 2 öh + y 2 ) = 0 

Eine komplexe Größe ist genau dann Null, wenn sowohl Realteil als auch Imaginärteil Null sind: 
y{ + a 1 y 1 ' + a 2 y 1 = 0 y{ + a x y{ + a 2 y 2 = 0 


Es ist also sowohl y x als auch y 2 eine spezielle Lösung der homogenen Differentialgleichung. 


Die allgemeine Lösung unserer homogenen Differentialgleichung lautet: 

y h = e KX (C x cos cox + C 2 sintyx) 
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Diese Darstellung ist gleichwertig mit: y h = A e KX cos (cox + cp ) 

Beweis: Wirsetzen C 1 =Acoscp und C 2 = -A sin und erhalten 1 : 
y h = A e KX (cos (ox • cos cp - sin cox • sin cp) 

= A e KX cos (cox + cp) w.z.b.w. 

Die Integrationskonstanten sind jetzt die Amplitude A und der Phasenwinkel cp. 


BEISPIELE 

1. Die homogene Differentialgleichung y" -3y' + 2y = 0 ist zu lösen. 

Der Ansatz y = Q Xx führt zur charakteristischen Gleichung A 2 -3A + 2 = 0, deren 
Lösungszahlen Aj = 1 und A 2 = 2 sind. 

Es gilt somit: y h = C x e* + C 2 e 2x 

Wir überzeugen uns durch eine Probe von der Richtigkeit: 

yh = C i e + ^2 e = C\ e + 2 C 2 e y h " = C 1 e +4 C 2 e 

L = C 1 e jr + 4C 2 e 2 x -3C 1 e jr -6C 2 e 2jf + 2C 1 e* + 2C 2 e 2 * = 0 = R 


2. Die homogene Differentialgleichung y" - 4y' + 4y = 0 ist zu lösen. 

Der Ansatz y = e ÄX führt auf die charakteristische Gleichung 

A 2 - 4A + 4 = 0, also auf (A - 2) 2 = 0. 

Es gilt somit A 1 = A 2 = 2 und damit: y h = (Cj + C 2 x) e 2x 

3. y" + y = 0 ist zu lösen. 

Ansatz: y = e Xx 

Charakteristische Gleichung: A 2 + 1 = 0 A 1 = j A 2 = - j 

Wir vergleichen A = ± j mit A = k ± j co. Es ist k = 0 und co= 1. 

Die Lösungsfunktion dieser Differentialgleichung ist y h = e KX (C 1 cos cox + C 2 sino)*). 

Mit k = 0 und co= 1 ergibt dies: y h = C^ cos x + C 2 sin* 


4. Die Differentialgleichung y" + }>' + ;y = 0 mit den Anfangsbedingungen y(0) = l, 
;y'( 0 ) = 0 ist zu lösen. 

Ansatz: y = e Xx 

Charakteristische Gleichung: A 2 + A + 1 = 0 


A 


1 , 2 



d. h. k 


1 

2 




f7 


Es ist: Q 2 + C 2 2 = A 2 und tanip = - 

C ’ f 

Beachten Sie: Auch A e** sin (<o* + cp) ist eine Darstellung von y h mit tan cp 
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y h 


/7 f7 

C 1 cos -y-x + ^2 s ^ n ~2~ x 


y h = Q 


c i fl c 2.f? f7 f . fä" fl 

- — cos — X y Sin y - * + ~ Sm ~2T X + C0S 


y(0) = ^ ... i = q => q = i 

i fä" i 

/(0) = o ... 0 = -2 + yC 2 ^ C 2 = y= 


Die gesuchte Gleichung lautet: 




f7 i . f7 
cos ^-* + y n ^ 


Wir lösen das Problem mit Hilfe von DERIVE. Wir laden die Hilfsdatei ODE 2 . MTH 


DSOLVE2 (p, g, r, x, cl, c2) liefert eine allgemeine Lösung der Differen¬ 
tialgleichung 

y" + p(x)y' + q{x)y = r(x) 
in Abhängigkeit von den Integrationskonstanten C t und C 2 . 

DSOLVE2_IV(p, g, r, x, xO, yO, vO) liefert eine spezielle Lösung der 

obigen Differentialgleichung mit j(x 0 ) = y 0 und y'(x 0 ) = v o* 

DSOLVE2_BV(p / g, r, x, xO, yO, x2, y2 ) liefert eine spezielle Lö¬ 
sung für die Anfangsbedingungen ;y 0 = y (x 0 ) und y 2 -y(x 2 ). 


#25: DSOLVE2 (1, 1, 0, x, cl, c2) 


#26: 


-x/2 


#28: 


Ä -x/2 


[ cl . COS [^] + c 2 .SI N [^]] 

), 1 , 0 

im 


#27: DSOLVE2_IV(1, 1, 0, x, 0, 1, 0) 
ft • SIN 


ft 


2 
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5. Elastische Knickung 


Es gilt die Differentialgleichung y" = 


y " = -Yi y y " + Yi y = 0 


M( x) 
EI 


mit M(x) = Fy 


Lösung: 

Wir erkennen den Typ der Differentialgleichung des letzten Beispiels. 


Es gilt: y = C x cos J — x + C 2 sin j — x 

Wir setzen die Randbedingungen y(0) = 0 und y(/) = 0 ein und erhalten: 


C 1 = 0 und C 2 sin / — / = 0 


in fin 


Mit |/— = An mit A = 0, +1,... erhalten wir: 


X 2 k 2 E I 


r 


n z E I 

Für X = 1 erhalten wir die kleinstmögliche Kraft, die Euler-Knicklast: F min = —-— 


AUFGABEN 


Die Differentialgleichungen sind zu lösen: 

18.01 

a) y" + 3 y' + 2y = 0 

b) y" -ly' + 12y = 0 

P,(01 2) 

y\ 0 ) = i 

18.02 

a) y"-2y' + y = 0 

b) y" + 6y' + 9y = 0 

P,(012) 

y\ 0) = 0 

18.03 

a) y" -2y' + 5y = 0 

b) y" + 4 y' + 5y = 0 

P,(0|1) 

y\ 0) = o 

18.04 

a) y" + 5y' + 10y = 0 

b) y" - 6 y f + 13y = 0 

Pj(0|0) 

^(3 |-2) 


18.05*-18.08* Lösen Sie die Aufgaben 18.01-18.04 jeweils a) mit MATHEMATICA. 
18.09*-18.12* Lösen Sie die Aufgaben 18.01-18.04 jeweils b) mit DERIVE. 
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18.2 Inhomogene lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten 


Die allgemeine Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 

y" + a 1 y' + a 2 y = s(x) 

läßt sich in der Gestalt 

y=y h + y P 

darstellen, wobei y h die allgemeine Lösung der homogenen Differentialgleichung 
y" + a 1 y' + a 2 y = 0 und y p eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung 
y" + a x y' + a 2 y = s(x) ist. 


Man kann y p mit der von Lagrange stammenden Methode der Variation der Konstanten 
oder mit einem der Struktur der Störungsfunktion angepaßten Ansatz ermitteln. 


Die Vorgangsweise wird in den folgenden Beispielen erläutert. 

BEISPIEL 

1. Die Differentialgleichung ;y" + ;y = tanx mit den Anfangsbedingungen ;y(0) = 0 und 
3 >'( 0 ) = 0 ist zu lösen. 

Die allgemeine Lösung läßt sich in der Gestalt y = y h + y p darstellen. 

Wir betrachten zunächst die homogene Differentialgleichung: y" + y = 0 

Mit dem Ansatz y = e Ajr erhalten wir die charakteristische Gleichung: 

A 2 + 1=0 Aj = j A 2 = -j, also k = 0 co = 1 

Die Lösung der homogenen Differentialgleichung lautet somit: y h = C 1 cos x + C 2 sin x 

Nun wollen wir eine spezielle Lösung mit der Methode der Variation der Konstanten 
ermitteln. Wir setzen: 

y p = C A (x) cos x + C 2 (x ) sin x 

Wir differenzieren diese Gleichung: y p = - C^jc) sin^ + C 2 {x) cos* 

Wir wählen und C 2 (x) so, daß C A '(x) cosjc + C 2 (x) sinx = 0 wird. 

Es ist dann: y p " = - C^(x) sinx - C^(x) cosjt + C 2 (x ) cosjc - C 2 {x) sin;c 

Wir setzen die Rechtsterme von y , y p und y p in j" + };=tanjc ein und erhalten: 

- C A \x) sinjc - C^(x) cosjc + C 2 {x) cosx - C 2 (x ) sin* 

+ C^x) cosx + C 2 (x) sinx = tanx 


- C^'(x) sinx 


+ C 2 '(x) cosx 


= tanx 
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y p = Cj (x) cos x + C 2 (x) sin x ist dann eine Lösung der Differentialgleichung 3 ;" + y = tan x, 
wenn C^x) und C 2 (x) folgenden Gleichungen genügen: 

C 1 / (x) cosx + C 2 '(x) sinx = 0 
- C/(x) sinx + C 2 '(x) cosx = tan* 


Es ist 1 C 2 '(x) • (sin 2 x + cos 2 x) = tan x-cosx, also C 2 (x) = sinx und somit C 2 (x) = -cosx. 
Ferner ist Cy (x) cosx = - sin 2 x, also 


C/ (x) = - ——f cosx 
1 cosx 


und somit: C 1 (x) = sinx + ln 


, 7t X 

tan| 4 "2 


Diese Werte, in y p = C,(x) cosx + C 2 (x) sinx eingesetzt, ergeben: 


j^sinx + ln tan^-^j J 


• cosx — cosx • sinx = cosx • ln 


7t X 

tan 1 4 — 2 


Es ist y = y h + y p und somit: 


y = C x cosx + C 2 sinx +cosx • ln tan 


7t 

4 


Nun berücksichtigen wir die Anfangsbedingungen _y (0) = 0 und ;y'(0) = 0. 


„ . _ . I ( 7t x 

y = - sin x + C 2 cos x - sin x ■ ln tan — - — 


1 + 


1 1 I tt X 

ln|tanI - -- 


J(0) =0 


o = c 


/(0) = 0 => 0 = C 2 - 2 '2 => C 2 = 1 


Somit: 


y = sin x + cos x • ln | tan [ ^ ^ 


DERIVE 

Wir laden die Hilfsdatei ODE 2 . MTH 

Nochmals: DSOLVE2 (p, q, r, x, c 1, c 2) liefert eine allgemeine Lösung von 

y" + p(x)y' + q(x)y = r(x). 

Unsere Differentialgleichung: y" + y = tan x Wir erkennen: p = 0; q = 1; r = tan x 


#25: DSOLVE2 (0, 1, TAN(x) , x, cl, c2) 

#26: - COS (x) -LN^TAN p + cl COS (x) + c2 SIN(x) 

#27: DSOLVE2_IV(0, 1, TAN(x), x, 0, 0, 0) 

#28: SIN (x) - COS (x) • LN j^TAN ^ ’ *- -- J J 


1 Die erste Gleichung wird mit sinx, die zweite Gleichung mit cosx multipliziert. Dann werden die „neuen“ 
Gleichungen addiert. 

2 Dies ist nur eine andere Schreibweise der „händisch“ ermittelten Lösungsfunktion y. 
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d—-- - 

1 

tri 

X 

[r f 

3 - 

f 

-0.5 / 


Wie bereits erwähnt, kann man in gewissen Fällen eine spezielle Lösung der inhomogenen Dif¬ 
ferentialgleichung mittels eines von der Struktur der Störfunktion abhängigen Ansatzes finden. 


Wir behandeln folgende Fälle: 

1. Fall: s(jc) = ^ c k x k 

k = 0 

2. Fall: s(x) = a-e mx 

3. Fall: s(x) = a cos mx + b sinm* 

4. Fall: s(jc) ist eine Linearkombination der oben angeführten Funktionen. 

1. Fall: s (x) ist ein Polynom r-ten Grades. 

Wenn a 2 #= 0 ist, so führt der Lösungsansatz y p = b Q + b x x + ... + b r x r zum Ziel. 
Wenn a 2 = 0 ist, so lautet der Ansatz: y p = b 1 x+... + b r x r + b r+1 x r+ ^ 


Man berechnet y p und y p ", setzt in y" +a x y' + a 2 y = s(x) ein und vergleicht die Koeffizienten. 
BEISPIELE 

2. Die Differentialgleichung y" - 3y' + 2y = x 1 ist zu lösen. 

Allgemeine Lösung: y = y h + y p 

Homogene Differentialgleichung: y" -3y' + 2y = 0 
Ansatz: y = & Xx 

Charakteristische Gleichung: A 2 -3/l + 2 = 0 => /Lj = 1 A 2 = 2 

Somit lautet die Lösung der homogenen Gleichung: y h = C x e* + C 2 e 2 * 
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Ansatz für eine partikuläre Lösung der inhomogenen Differentialgleichung: 

y P =b o +b i x+b 2 x2 

Es ist: y p = b 1 + 2 b 2 x und y p " = 2 b 2 

Wir setzen die Rechtsterme von y p , y p , y p in die ursprüngliche Differentialgleichung ein 
und erhalten: 2 b 2 - 3 (b^ + 2 b 2 x) + 2 (b Q + b x x + b 2 x 2 ) = x 2 

Wir ordnen nun nach fallenden Exponenten von jc: 

2 b 2 x 2 + (- 6 b 2 + 2 b^)x + (2 b 2 - 3 b A + 2 b 0 )x° = 1 • x 2 + 0 • x + 0 • x° 

Wir vergleichen die Koeffizienten von x 2 , x und x°: 

- 1 3 

x. 2 b 2 -1 => b 2 = 2 x: -3 + 2 &J = 0 => b A = — 

x : 1 - - + 2b 0 = 0 => ^ 0 ~4 

0 . . 7 3 1 2 

Somit ist: ^ = - + + 

7 3 1 

und 3 ^ = e + C 2 e * •+■ — + — je + — 

3. Die Differentialgleichung y" - 2y' + 2y = 6 ist zu lösen. 

Allgemeine Lösung: ;y = + y p 

Homogene Differentialgleichung: y" - 2y' + 2y =0 

Ansatz: y = e A * 

Charakteristische Gleichung: 

ä 2 -2ä + 2 = 0 => A = 1 ± j k= 1 <w = l 

Lösung der homogenen Differentialgleichung: y h = e j: (C 1 cos x + C 2 sin jc) 

6 

Man sieht, daß y p - — - 3 eine partikuläre Lösung ist. 

Somit lautet die allgemeine Lösung: y = e' t (C 1 cos x + C 2 sin x) + 3 


2. Fall: 5 (x) ist eine Exponentialfunktion: s (x) = a • t n ‘ 


Wenn m keine Wurzel der charakteristischen Gleichung ist, so lautet der Ansatz: 


Ist m eine genau einfache Wurzel der charakteristischen Gleichung, so lautet der Ansatz: 


Ist m eine genau zweifache Wurzel der charakteristischen Gleichung, so lautet der Ansatz: 

V 


y =bx 2 e mx 
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BEISPIELE 

4. Die Differentialgleichung y" -4y = e 3x ist zu lösen. 

Allgemeine Lösung: y = y h + y p 

Homogene Differentialgleichung: y”-4y=Q Ansatz: y = e Xx 
Charakteristische Gleichung: A 2 - 4 = 0 Aj = 2 A 2 = — 2 

Die Lösung der homogenen Differentialgleichung lautet somit: y h = C 1 e 2x + C 2 e~ 2x 


3 ist keine Wurzel von A 2 - 4 = 0, daher lautet der Ansatz zur Ermittlung einer speziellen 
Lösung y p : y p = b-e 3x y p ' = 3b-e 3 * y" = 9b-e 3x 

Wir setzen die Rechtsterme von y p und y" in y" — 4y = e ix ein und erhalten: 
9b-e 3x -4b-e 3x = e 3 * 

5 b-e 3x = e 3 * 

Es gilt also 5 b = 1 und damit b = ^ 

y p = ^ e 3 x ist eine partikuläre Lösung von y" - 4y = e 3x 

Die allgemeine Lösung dieser Differentialgleichung lautet: y = e 2x + C 2 e~ 2x + i e 3jC 
MATHEMATICA 


Wir berechnen zuerst die allgemeine Lösung, dann die spezielle Lösung für die Anfangs¬ 
bedingungen y(l) = 0 und y\\) = 2. 


DSolve[y"[x] - 4 y[x] == Exp [3 x] , y[x], x] 


Hy [x] 


- > 


E 3 X C[l] 

— + ^ 


+ E 2X C[2] }} 


DSolve [ {y" [x] - 4 y[x] == Exp[3 x] , y[l] == 0, 
y'[1] == 2}, y[x], x]//N 

r r r 3.72613 2x 

( {Y [x] -> --- 0.611903 2.71828 + 

2.71828 

0.2 2.718283 3x }} 

y[x_] = y[x]/.Mll]]; 

Plot[y[x], {x, -2, 2}]; 

Plot[y[x], {x, 0, 1.5}, AspectRatio -> Automatic, 

Frame -> True, FrameTicks -> {{0, 0.75, 1.5},Automatic}]; 


Beim 1. Plot-Befehl führt der unterschiedliche Achsenmaßstab leicht zu einem falschen 
Eindruck. 

Beim 2. Plot-Befehl erzwingen wir mit AspectRatio -> Automatic auf beiden 
Achsen denselben Maßstab. 
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Die Lösung der homogenen Differentialgleichung hat die Gestalt: y h = C 1 e 2x + C 2 e 2x 

2 ist genau einfache Wurzel von A 2 -4 = 0, folglich führt der Ansatz y =bxe 2x zum 
Ziel. 

v =bxe 2x y ' = be 2x + 2bx e 2x y n " = + 4b e 2x + 4bx e 2x 

j p j p j p 

Ab e 2x + 4bxe 2x -4bxc 2x = e 2x 4be 2x = e 2x b = \ 

4 

y P = 

Die allgemeine Lösung der gegebenen Differentialgleichung lautet somit: 

y = C 1 e 2x + C 2 e -2x + 

Mit MATHEMATICA erhalten wir dieselbe Lösung. 

Mit DERIVE (Hilfsdatei ODE2) erhalten wir: 

#25: DSOLVE2(0, -4, e 2 * x , x, cl, c2) 

#26: e 2 ‘ x g + cl - + c2 • e~ 2 ‘ x 

Beachten Sie: Mit C x - c x - ^ und C 2 = c 2 erhalten wir unsere Lösung. 

6 . Die Differentialgleichung y" - 4y' + 4y = e 2x ist zu lösen. 

Allgemeine Lösung: y = y h + y p 

Homogene Differentialgleichung: y" - 4y' + 4y = 0 Ansatz: y = e Ax 
Charakteristische Gleichung: 

A 2 - 4A + 4 = 0 => (A - 2 ) 2 = 0 => A 1 = A 2 = 2 

Lösung der homogenen Differentialgleichung: y h = (C t + C 2 x) e 21 


■N X -M X 
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Ermittlung einer partikulären Lösung der inhomogenen Differentialgleichung: 

2 ist genau eine Doppelwurzel von (A - 2 ) 2 = 0, folglich wählen wir den Ansatz: 

y =bx 2 -t 2x y ' = 2bxe 2x + 2bx 2 e 2x y" = 2b e 2x + 4bx e 2x + 4bx e 2x + 4bx 2 e 2x 

J P Sp sp 

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir: 

4bx 2 e 2x + %bxe 2x + 2b e 2x 

-8bx 2 e 2x -8bxe 2x 

4 bx 2 e 2x = e 2x =» 2 b e 2x = e 2x => b=\ 

x 2 x 2 

Es ist somit y p = — e 2x und y = ( C x + C 2 x) e 2 x + — e 2x 


3. Fall: s(x) = a cosmjc + b sinmx 


Wenn cos mx und sinmx nicht Lösungen der homogenen Gleichung sind, so führt der 
Lösungsansatz y p = A cos mx + B sinmx zum Ziel. 

Ist y h = C x costwx+ C 2 sincux und m = co, so lautet der Ansatz: 

y p = Ax cos mx + B x sinmx 

Die Störfunktion s (x) ist selbst Lösung der homogenen Differentialgleichung. 

Man spricht von Resonanz. ... 1 

BEISPIELE 

7. Die Differentialgleichung y" + y = sin2x ist zu lösen. 

Allgemeine Lösung: y = y h +y p 

Homogene Differentialgleichung: y" + y = 0 Ansatz: y = e Aj: 

Charakteristische Gleichung: A 2 + 1 = 0 A = ± j => y h = C x cosx + C 2 sinx 

Ermittlung einer partikulären Lösung der inhomogenen Differentialgleichung: 

Es ist m 4= (o, daher machen wir den Ansatz: 

y p -A cos2x + ß sin2x y p =-2A sin2x +2ßcos2x y p " = ~4A cos2x-4ß sin2x 
Wir erhalten: - 4 A cos 2x - 4 B sin 2x 

Acos 2 x+ Z?sin 2 x = sin 2 x 
also - 3A cos 2 x- 3B sin 2 x = sin 2 x 

A = 0 und B = - - y p = —\ sin2x 

Die allgemeine Lösung der gegebenen inhomogenen Differentialgleichung lautet: 

y = C 1 cosx + C 2 sinx-i sin 2 x 

1 Beispiele für diesen Fall finden Sie im Abschnitt 25.2 unter „Erzwungene ungedämpfte Schwingungen“ (Seite 

319). 
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Für C 1 = 0, C 2 = ^ ergibt sich eine Schwebung. 



8 . Die Differentialgleichung y " + y = sinx ist zu lösen. 

Homogene Differentialgleichung: y " + y = 0 

Ansatz: y = e ÄX 

Charakteristische Gleichung: A 2 + 1 = 0 y h = C, cosx + C 2 sinx 

Ermittlung einer partikulären Lösung der inhomogenen Differentialgleichung: 

Es ist m = (o = 1, es liegt Resonanz vor. Folglich lautet der Ansatz: 
y p =Ax cosx + Bx sinx 
y p ' = A cosx - Ax sinx + B sinx + Bx cosx 
y p — — A sinx-A sinx - Ax cosx + B cosx + B cosx - Bx sinx 

Wir setzen in y" + y = sinx ein und erhalten: 

- 2A sinx - Ax cosx + 2 B cosx - Bx sinx 

+ Axcosx +Bx sinx = sinx 

- 2A sinx + 2B cosx = sinx Somit ist A = - - und B -0. 

x . x 

y p = - — cosx y = C 1 cosx + C 2 sinx — — cosx 


= C 2 = 0 „Resonanzkatastrophe“ 
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4. Fall: Wenn die Störfunktion s(x ) eine Linearkombination der in den Fällen 1 bis 3 
angeführten Störfunktionen ist, dann löst man die Differentialgleichung für jeden einzelnen 
Summanden. 

Die gesuchte Lösung ergibt sich als Summe der Einzellösungen. 


BEISPIEL 

9. Die Differentialgleichung y" + y' -2y = x + x 2 + cos* ist zu lösen. 

Allgemeine Lösung: y = y h + y p 

Homogene Differentialgleichung: y" + y' - ly = 0 

Ansatz: y h = e Xx 

Charakteristische Gleichung: A , 2 + A - 2 = 0 => A a = 1, A 2 = - 2 

yh = C i e * + c 2 e~ 2x 


Ermittlung einer partikulären Lösung der inhomogenen Differentialgleichung: 

jc 2 

Mit dem Ansatz y lp = b 0 + b^x + b 2 x 2 erhalten wir y lp = -1 -x - — 


Mit dem Ansatz 

Somit: 


3 1 

y 2p ~ cos x + d 2 sin x erhalten wir y 2p = - — cos x + — sin x 


10 


_ v -2x - 30 - 30jt- 15x 2 - 9 cosjc + 3 sinx 

y = C, e+ C 2 e 2 +- - - 


AUFGABEN 

Lösen Sie die Differentialgleichungen: 


18.13 

a) 

y" + 5y = x 2 

b) 

y" + 7y' - \2y = 5e x 

18.14 

a) 

y"-y'-2y = 3jc 2 + 4jc-5 

b) 

y"-y' + 3y = 2e 3 * 

18.15 

a) 

y"-2y' = 2x 3 -2x + l 

b) 

y" + 2y' + y = 4e~ x 

18.16 

a) 

y" + 5y' = x 2 + 3x-4 

b) 

y"-10y' + 25y = 3e 5x 

18.17 

a) 

y" + 4y' + ly = 4jc-15 

b) 

... o 

y +y + }> = x cosjc-xsinx 

18.18 

a) 

y"-y' = q2x 

b) 

y" -y' -20y = xe x -3 
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18.19 y" + 2y' + lOy = 3sin2x 



18.20 y" -2y' + \ly = 2cos3jc 

18.21 y" + 4y'-21y = 2e 3x 

18.22 y"-2y'-8y = 7e~ 2x 


A(0|0) y’( 0) = 2 

/ > 1 (1.5|1) j'(l,5) = -2 

ö(0| -2) y'(0) = 1,5 

P(0|0) y'(0) = 0 

P, (0|0,75) y'(0) = 1,2 


18.23 y" + 9y = ^cosx-3sinx 

18.24 y" - 4y' - 5y = jc 2 - 2+ jfsinjc 


18.25*-18.27* Lösen Sie die Aufgaben 18.19,18.21 und 18.23 mit MATHEMATICA. 
18.28*-18.30* Lösen Sie die Aufgaben 18.20,18.22 und 18.24 mit DERIVE. 

18.3 Freie Schwingungen 

Unter einer Schwingung versteht man einen zeitlich periodischen Bewegungsvorgang eines 
Körpers. 

Wenn wir einen schwingungsfähigen Körper durch einen einmaligen Anstoß in Schwingung 
bringen und ihn dann sich selbst überlassen, führt er eine freie Schwingung aus. 

Diese kann ungedämpft oder (z. B. durch den Luftwiderstand) gedämpft sein. 

Wenn die Erregung eines schwingfähigen Gebildes durch periodisch wirkende Kräfte erfolgt, 
spricht man von einer erzwungenen Schwingung. 

Zunächst behandeln wir freie Schwingungen. 

Wir hängen einen Körper mit der Masse m an eine Feder. 


y 


m 


[ 



m g 


Dann spannen wir die Feder und lassen sie zur Zeit t = 0 los. Unter Einfluß der Rückstellkraft der 
Feder vollführt der Körper eine Schwingung mit der Amplitude A. 
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Ungedämpfte freie Schwingung 

Wir wollen die Bewegungsgleichung des Körpers ermitteln, vernachlässigen aber zunächst die 
Reibung. 


Zur Zeit t hat der Körper den Weg A-y zurückgelegt. 

d 2 (A — y) d 2 y 

Die Beschleunigung ist dann: --- also-— 

dt dt 

Die rücktreibende Kraft ist proportional der Entfernung y aus der Ruhelage. 
Es gilt: Kraft = Masse • Beschleunigung F = - ky 

d 2 y 

Nach der Grundgleichung der Mechanik gilt dann: - ky = m —— 

dt 

d 2 y k 

oder — 7 - H— y = 0 (k > 0; m > 0) 
dt 2 m 

k 2 d 2 y 2 

Wir setzen — = ca n und erhalten: —— + co n y = 0 

m 0 dt 2 0 


Der Ansatz y = & xt führt zur allgemeinen Lösung: y = C, cos co Q t+ C 2 sin co 0 1 

]/ 2 2 ^2 

oder y = A cos(co 0 t + (p) mit A- j C 1 + C 2 tan (p = -— 


Dies ist eine reine harmonische Schwingung mit der Amplitude A und der Kreisfrequenz 
ö)° = , also der Frequenz v o = ^ j/^ un< ^ ^ er Phasenverschiebung (p . 


Zur Erinnerung: 

Die Kreisfrequenz co ist die Anzahl der Schwingungen in 2 tü Sekunden, 
die Frequenz v ist die Anzahl der Schwingungen in einer Sekunde. 


BEISPIEL 

1. y" + 4y = 0 ist mit den Anfangsbedingungen j(0) = 0 und y'(0) = l zu lösen. 

Ansatz: y = z Xt Charakteristische Gleichung: A 2 + 4 = 0 
A 1 = 2j A 2 = -2j => y = C t cos 2 1 + C 2 sin 2 1 


y( 0) = 0= C 1 ^ C 1 = 0 
y'(0) = l = 2C 2 => C 2 =l 


y= 2 sm2t 


y' = -2 C 1 sin2t + 2 C 2 cos 2t 
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Gedämpfte freie Schwingung 

Wir berücksichtigen nun die Reibung und nehmen an, daß die Reibungskraft F R proportional 
d y 

der Geschwindigkeit — ist. 


Es ist dann F D = - a —, wobei a der Widerstandskoeffizient des betreffenden Mediums 
K dt 


Nach dem Grundgesetz der Mechanik gilt: 


d 2 _y 

dt 2 


dy 
dt ' 


d z y a d;y 


dt 


- a - k y oder —— +- — H— y = 0 

A * At 2 m dt m J 

k 2 a 


Wir setzen wieder für — die Variable coi, für — schreiben wir 2k. 
m u m 

d 2 y 


Dann lautet die Differentialgleichung: 


dy 


^ +lK Tt +(ä °y = 


Das ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 
Folglich führt der Ansatz y = e A/ zum Ziel. 

Die charakteristische Gleichung lautet in diesem Fall: A 2 + 2k X + cüq = 0 
Aus dieser Gleichung kann man die Werte Aj und A 2 leicht errechnen. 

l 2 = - K - ]/ K 2 -COq 


Es gilt: A 1 - - k + 


2 2 
K -fl ) 0 


Nach der Beschaffenheit der Diskriminante k 2 - cDq müssen wir drei Fälle voneinander unter¬ 
scheiden: 

1. Fall: k < (Oq und damit k 2 - <üq <0 

Es liegt der technisch wichtige Fall einer schwachen Dämpfung vor. 

A 1 und A 2 sind konjugiert komplexe Zahlen. 

Wir setzen co^ -k 2 = co 2 und erhalten A 1 = - k -I- ](o A 2 = - k - jco 
und damit y = e~ K \C X cos cot + C 2 sin cot) 

Die Gleichung läßt sich, wie bereits gezeigt wurde, in der Form y = A e~ Kt cos(cot + (p) 

mit A = | je 2 + C 2 und tan (p = - -ß- darstellen. 

c i 

Es handelt sich um eine gedämpfte harmonische Schwingung mit der Amplitude A, der Kreis¬ 
frequenz co und der Phasenverschiebung (p. 
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BEISPIEL 

2. 9y" + 6y' + 82y = 0 ist mit den Anfangsbedingungen y(0) = 0 und y'(0) = 3 zu 

lösen. 

Ansatz: y = e Xt Charakteristische Gleichung: 9A 2 + 62, + 82 = 0 
1 1 

= — — H- 3j A 2 = - - -3j y = e _ ' /3 C 1 cos 3t + C 2 sin 3t 

y(0) = 0 = C-j => C, = 0 y' = e~ t/3 f- ic 2 sin 3t + C 2 cos 3t J 

y'(0) = 3 = 3 C 2 => C 2 = 1 ^ ' y = e ~ ?/3 sin 3 t 

DERIVE (Hilfsdatei ODE 2 . MTH) löst die Differentialgleichung und zeichnet die Lösungs¬ 
kurve und die Dämpfungskurven. 



2. Fall: k > co 0 und damit k 2 - eu 2 > 0 
Es ist dann > 2 , 2 und X v X 2 e R“. 

Es liegt eine starke Dämpfung vor 1 . Dieser Bewegungstyp heißt aperiodische Bewegung. 

Wir erhalten: y = C x e Al ' + C 2 e A2 ' 

BEISPIEL 

3. y" + 3y' + 2y = 0 ist mit den Anfangsbedingungen y(0) = l und y'(0) = -l zu 
lösen. 

Ansatz: y = e A/ Charakteristische Gleichung: 2, 2 + 32, + 2 = 0 
A 1 = -1 A 2 = -2 y = C 1 e~ t + C 2 e~ 2t 

y(0)= 1= C,+ C 2 / = -C 1 e-'-2C 2 e- 2 ' 

y'(0)=-l=-C 1 -2C 2 => C, = l C 2 = 0 y = e“' 

DERIVE (Hilfsdatei ODE2 .MTH) löst die Differentialgleichung und zeichnet die Lösungs¬ 
kurve. 


Man denke sich den schwingenden Körper mit einem in eine zähe Flüssigkeit getauchten Dämpfungskolben 
verbunden. 
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[p := 3 , q := 2, r := 0] 

[xO := 0, yO := 1, vO := -1] 
DSOLVE2_IV 

(p, q, r, x, xO, yO, vO) 


Die f-Achse ist eine Asymptote 
der Lösungskurve. 



3. Fall: k = od 0 

Es gilt A x -A 2 - -k und damit y = {C x + C 2 1) e~ Kt 

Diese Bewegung hat nicht mehr den Charakter einer Schwingung. 

Mit t -> oo strebt y 0. 

Es liegt der sogenannte aperiodische Grenzfall vor. 

Er stellt den Übergang von der gedämpften harmonischen Schwingung zur aperiodischen Bewegung 
dar. 

BEISPIEL 

4. y" + 4y' + 4y = 0 ist mit den Anfangsbedingungen y(0) = l und y'(0) = -4 zu 
lösen. 

Ansatz: y = t Xt Charakteristische Gleichung: A 2 + 4A + 4 = 0 

A, = - 2 X 2 = -2 y = e~ 2l (C 1 + C 2 Q 

y(0)= 1 => c, = 1 y' = e -2 '(- 2 - 2 C 2 J + C 2 ) 

>>'(0) = -4 = -2 + C 2 => C 2 = -2 y = e~ 2> (l-2Q 


DERIVE (Hilfsdatei ODE2 . MTH) löst die Differentialgleichung und zeichnet die Lösungs¬ 
kurve. 
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AUFGABEN 

18.31*-18.33* Lösen Sie die Fälle 1 bis 3 (Seiten 219-221) mit MATHEMATICA. 

Berechnen Sie zusätzlich die Extrema und ermitteln Sie jeweils die Gleichung der 
Tangente in den Punkten P 1 (0|y 1 ) und P 2 (0,8|y 2 ). 


18.4 Erzwungene Schwingungen 


Wenn zur rücktreibenden Federkraft und zur Reibungskraft noch eine periodische äußere Kraft 
F (0 tritt, so lautet die Differentialgleichung dieser Schwingung 1 : 


d 2 v dv 2 

^r + 2 + = * ( o 


Das ist eine inhomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten, für 
die y = y h + y p gilt. 

Die hier auftretende homogene Differentialgleichung haben wir bereits im Abschnitt 18.2 
behandelt. 


Zur partikulären Lösung y : 

Im Abschnitt 13 haben wir gesehen, daß sich periodische Funktionen durch Fourier-Reihen, also 
durch Reihen der Gestalt 


— + a^cosvt + a 2 cos 2 w + ... + Z^sinvt + b 2 sin2vt + 
darstellen lassen. 


Wir beschränken uns hier auf einen wichtigen Fall: 

a{t) = C cos vt v ist hier ein Zeichen für die Kreisfrequenz des Erregers! 


dy dy 2 

Die Differentialgleichung lautet: —— + 2k— + cöjjy = Ccos v t 

dt 1 dt 


dy dy 2 • , 

In komplexer Form schreiben wir: —- + 2k— + m^y = Ce J 

dt 2 dt 0 -^ 


F(t) 

Wirsetzen: - = a (t) 
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d 2 y 


d y 


cos vt 


Beachten Sie: e ]vt = cosvt + j sinvf (Euler-Formel) 

Der Realteil von y p befriedigt die Differentialgleichung: + 2 + 60 * y = C 

d * 1 2 3 y dy 2 

Der Imaginärteil befriedigt die Differentialgleichung: —- + 2 k— + co q y = j C sin v t 

dr df 

Das Störglied ist eine Exponentialfunktion. 

Wir versuchen daher den Ansatz y = z e J vt , wobei z eine komplexe Zahl ist. 

Es gilt: y p = Z e ivt -^ = ] vz e JV " 

und somit: - v 2 ze* vt + 2 k j v zc* vt + a)Qze* vt = C e* vt 

z e-^ v/ (-v 2 + 2 k v j + ö>q) =Ce* vt 

C 


tL 

dt 2 


p = - v 2 ze jw 


Es ist somit: z = 


coI~v 2 + 2kv] 


öq - v z + 2 icvj ist eine komplexe Zahl, für die wir r e ] 
schreiben wollen. 

C _ 

Es ist dann z = — e J ¥ 


j(vt-w) 


r 
C 

und damit y = — e 
p r 


wobei r 2 = (<üq - v 2 ) 2 + 4 k* 2 v 2 

2 KV 



und 


tani/r 


gilt. 


Unsere gesuchte partikuläre Lösung ist der Realteil von y p , also: — cos (vt-y/) 

Somit lautet die Gleichung der erzwungenen Schwingung für die hier vorliegenden Bedingungen: 

Q 

y = Ae Kt cos (cot + <p) + — cos {vt- y/) 


Mit wachsendem t strebt Ae Kt cos (cot + (p) gegen Null. 
Die stationäre erzwungene Schwingung wird dann durch 
C 


f v 2 ) 2 +4* v 


cos (vt- y/) beschrieben. 


Wir erkennen aus dieser Beziehung: 

1. Die stationäre erzwungene Schwingung ist ungedämpft. 

2. Die Frequenz dieser Schwingung ist gleich der Frequenz der Störkraft. 

3. Die stationäre erzwungene Schwingung unterscheidet sich von der Erregerschwingung durch 

eine verzerrte Amplitude f y statt Cj und eine Phasenverschiebung (vt- yt statt vt). 
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BEISPIEL 

Anhand der Differentialgleichung y" + 2 y' + 8 y = cos 2 t mit den Anfangsbedingungen 
y(0) = 1, y'(0) = 1 wollen wir mit Hilfe von DERIVE die zuletzt angegebene Beziehung über¬ 
prüfen. 

Wir laden die Hilfsdatei ODE 2. 



#25: Wir setzen p = 2, q = 8, r = cos (2 t ), den Parameter t und jc 0 = 0, y 0 = 1, 
v o ~ 1 ein - 

#26: und Fenster 4: allgemeine Lösung der Differentialgleichung 
#27: und Fenster 3: stationäre Schwingung 
#28: und Fenster 2: gedämpfte Schwingung 

Für das Zeichnen dieser Kurven ist das Anschreiben der sehr langen Lösungsterme nicht notwendig. 
Die Prüfung mit y(0) und }>'(0) verlief zufriedenstellend. 

Wenn die Frequenz des Erregers gleich ist der Eigenfrequenz des ungedämpften Systems, 
also v = v 0 gilt, so spricht man von Resonanz. 

Dieser Fall wird in den Fachgegenständen ausführlich behandelt, daher kann hier darauf verzichtet 
werden. 


AUFGABE 


18.34* Lösen Sie das obige Beispiel mit MATHEMATICA. 
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18.5 Weitere Beispiele aus der Physik 

1. Mathematisches Pendel 

Wir lassen den Luftwiderstand unberücksichtigt. 

Unter dem Einfluß der Komponente T der Schwerkraft mg, also unter 7=-mgsincc kommt 
es zu einer Schwingung 1 . 

Die Grundgleichung der Mechanik 


kann somit hier in der Form geschrieben werden: 



d 2 (/ a) 

m --— = — m g sin a 

A 


dt 



mg 


da g 

Die Differentialgleichung der Pendelbewegung lautet somit: —— = —- 

H r * 


sin a 


dt 


Dies ist eine nicht lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung, die keinen Grad besitzt. 
Für kleine Winkel a kann man diese Differentialgleichung linearisieren. In diesem Fall gilt 



sina ~ a, und die Differentialgleichung nimmt folgende Form an: 


Dies ist eine homogene lineare Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten, die 
wir schon mehrmals gelöst haben. 


a = C x cos (ö> 0 t ) + C 2 sin (ai 0 t) mit oo Q = 




erhalten wir die bekannte Formel für die Schwingungsdauer: 


d z a g . 

Nun zur Lösung von —— + — sin a = 0. 

& dt l 

Mit MATHEMATICA und DERIVE können wir die Gleichung nicht direkt lösen. 


Wir versuchen es mit den ersten zwei Gliedern der Potenzreihe sin a = a - 




mit co Q 2 = y 


Nun versuchen wir es mit dem Ansatz a = a cos cot + b cos 3cot mit b a. 


Es wurde für die rücktreibende Kraft T der Wert -mgsina gesetzt, weil T der Richtung des Ausschlags 
entgegengesetzt ist, also den Winkel a verkleinert! 
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Wir verwenden DERIVE und löschen in dem sehr langen 
b 2 oder b 3 als Faktor Vorkommen (b <a). 

, 1 

Ferner ersetzen wir cos cot durch -(cos 3cot + 3 cos(ot). 
Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir: co = o) 0 ^ 1 - ~a 2 j 

f f ^ 

Somit erhalten wir folgende Lösung: a - a cos ö> 0 1 - — 


Statt der Kreisfrequenz cq q erhalten wir jetzt co 0 

Die Schwingung ist nicht mehr harmonisch, sie wird von einer Störbewegung mit der dreifachen 
Grundfrequenz überlagert. 

Wenn wir a = 1 und <w 0 = 100 setzen und die Kurven 

COS(9.375 t) - 0.00520833 COS(28.125 t) 

COS(9.375 t) 

zeichnen, dann sehen wir - erwartungsgemäß - keinen Unterschied; beide Terme sind von verschie¬ 
dener Größenordnung. 

Sie können mit ruhigem Gewissen die Ihnen bereits seit dem I. Jahrgang vertrauten Formeln benut¬ 
zen, wenn der Winkel a sehr klein ist. 

Gelernt haben Sie wieder einmal eines: Wir beschreiben naturwissenschaftliche und wirtschaftliche 
Sachverhalte durch Modelle, deren Einschränkungen wir selbst setzen. 

Die so erhaltenen Formeln gelten bestenfalls so lange, so lange wir nicht gegen unsere Vorgaben 
verstoßen. 



Term jene Teilterme, in denen 


und b = - 


192' 


f l~T 92 cos l 3o) n 


>4 


2. Schuß ins Weltall 

Wir haben dieses Problem bereits im Abschnitt 12.1 des 3. Bandes behandelt. 

Ein Körper wird von der Erdoberfläche mit einer Anfangsgeschwindigkeit v Q gegen die An¬ 
ziehungskraft der Erde nach oben geschossen. Der Luftwiderstand wird vernachlässigt. 

Wie groß ist seine Steighöhe? 

Lösung: 

Der lotrechte Wurf nach oben wurde bereits im Abschnitt 15.1 untersucht. Dort arbeiteten wir mit 

d 2 y 

konstanter Erdbeschleunigung g und kamen zur Differentialgleichung —- = -g. 

dr 
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Nun ist g aber von der Höhe abhängig. Aus dem Gravitationsgesetz folgt: 1 

2 2 
g y r 

— = und damit g =g -j 

g y r 2 y y 2 

d 2 ? r 2 

Unsere Differentialgleichung lautet: —- = - g —- mit den Anfangsbedingungen y(0) = r 

d t y 2 - 

und j(0) = ?; 0 . 

Wir multiplizieren beide Seiten unserer Differentialgleichung mit 2 y: 


y-2y = -2gr 2 ^ 

y 


d(j) 2 

df 


-2g r 2 ^ 


Wir integrieren: y 2 = 2g r 2 i + C x 

Anfangsbedingungen: v^ = 2gr-\- => C^-v\-2gr 

Somit: v = y = 


2gr 2 i + u 2 -2gr 


Für v = 0 und y = H + r erhalten wir die maximale Steighöhe H. 


2 Sr-v Q 


falls u 0 <2gr 


Die Fluchtgeschwindigkeit v F wird erreicht, wenn der Nenner = 0 ist. 


V 2g r 


g r = 11,2 km/s 


Wir wollen noch die Flugzeit für die Steighöhe h ausrechnen. 

r+h 
A 

Aus — = 
dt 


|/ 2 gr Uw 2 - 


2 g r erhalten wir t 


ydy 


' j 2gr 2 y + (v 2 0 -2 gr) y 2 


Dieses Integral können Sie mit DERIVE oder MATHEMATICA für die Fälle v Q > F 2g r und 
u 0 < F 2gr auswerten. 

Für v 0 = F2 gr , also den Grenzfall, erhalten wir: 


t = 


Oer J * r Fg 


rF~2g 


1 r ... Erdradius (6370 km) 

y 2 = r ... Abstand vom Erdmittelpunkt 
g ... Erdbeschleunigung an der Erdoberfläche (g = 9,81 m s -2 ) 
g^ ... Erdbeschleunigung im Abstand y vom Erdmittelpunkt 
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19. Anwendung der Vektorrechnung 


19.1 Analytische Geometrie der Geraden und der Ebene 

Wir wiederholen dieses für die Ingenieurpraxis sehr wichtige Gebiet anhand einiger Beispiele. 
BEISPIELE 

1. Gegeben sind die Punkte A(-16|0), 5(5|0), C(0|12). 

Von diesem Dreieck sind mit Hilfe von MATHEMATICA zu ermitteln: ... 1 

a) die Gleichungen der Seiten; 

b) die Längen der Seiten; 

c) die Größe der Winkel; 

d) die Gleichungen der Seitensymmetralen; 

e) der Umkreis (x M \ y M \ \ R); 

f) die Gleichungen der Winkelsymmetralen; 

g) der Inkreis (*JyJ|p); 

h) die Gleichungen der Höhenlinien; 

i) die Koordinaten des Höhenschnittpunkts; 

j) der Flächeninhalt; 

k) die Koordinaten des Schwerpunkts. 

Dieses Beispiel ist für jeden HTL-Schüler auch ohne MATHEMATICA-Kenntnisse leicht zu 
durchschauen. Es genügen die Grundkenntnisse von BASIC oder PASCAL. 

Lösung: 

MATHEMATICA kennt keine Funktion, die den Betrag eines Vektors berechnet. 

Wir definieren daher betr [ v_] . 

Für die Berechnung des Winkels zwischen zwei Vektoren definieren wir: 

winkel [vl_, v2 _]. 

Die Gleichung einer Geraden lautet: x = p +1 r* 

Wir definieren: glger[p_, t_, r_] . 

betr[v_] := Sqrt[v.v] 

winke 1 [vl_, v2_] := ArcCos[(vl.v2)/(betr[vl] betr[v2])] / 

Degree 

glger [p_, t_, r_] : = p + t r 


1 Es wird die leichteste und beste Methode zum Erlernen einer Computersprache gezeigt: Man nimmt ein 
bekanntes, leicht zu durchschauendes Problem und geht es schrittweise durch. 
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Bezeichnungen: 


pa 

a 

va 

betr[va] 

eva 

gla 


ist der zum Punkt A führende Vektor 
Länge der Seite BC 
Vektor BC 
|va|=| BC\ 

ist der Einheitsvektor von BC 
Gleichung der Trägergeraden von BC 


pa = {-16, 0}; pb = {5, 0}; pc = {0, 

12}; 



va = pc - pb; eva = va/betr [va] //N 

{-o. 

384615, 0 

.923077} 

vb = pa - pc; evb = vb/betr [vb]//N 

{-o. 

8, -0.6} 


vc = pb - pa; evc = vc/betr [vc]//N 

u.. 

0} 


gla = glger[pb, ta, va] 

{5 - 

5 ta, 12 

ta} 

gib = glger[pc, tb, vb] 

{-16 

tb, 12 - 

12 tb} 

glc = glger[pa, tc, vc] 

{-16 

+ 21 tc, 

0} 

a = betr[va] 

13 



b = betr[vb] 

20 



c = betr[vc] 

21 




Die Seitensymmetrale von BC geht durch den Seitenmittelpunkt und ist normal auf die 
Seite. 

ma ist der zu M a führende Vektor. 

na ist ein zu va normaler Vektor k( na) = - —-- 

k (va) 

Den Umkreismittelpunkt könnten wir auch als Schnittpunkt der Seitensymmetralen (kompli¬ 
zierter) ermitteln. 

ma = (pb + pc)/2; na = {-va[[2], va[l]]} {-12,-5} 

mb = (pc + pa) 12; nb = {-vb[[2], vb[l]]} {12, -16} 

mc = (pa + pb ) / 2 ; nc = {-vc[[2], vc[l]]> {0, 21} 

glna = glger[ma, tna, na]//N {2.5 - 12 tna, 6-5 tna} 

glnb = glger[mb, tnb, nb]//N {-8 + 12 tnb, 6-16 tnb} 

glnc = glger[mc, tnc, nc]//N {-5.5, 21 tnc} 

um = Solve [ { (16 + m) A 2 + n A 2 == r A 2, (5 - m) A 2 + n A 2 = = 

r A 2, m A 2 + (12 - n) A 2 == r A 2}, {m, n, r>] 

{{r -> -10.8333, n -> 2.66667, m -> -5.5}, 

{r -> 10.8333, n -> 2.66667, m -> -5.5}} 


Unser Dreieck ist orientiert, a ist der Winkel zwischen den Vektoren AB = vc und 
AC = -vb. 

Die Einheitsvektoren evc und -evb spannen einen Rhombus auf, dessen Diagonale 
auf w a liegt. 




JU J*l 
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alpha = winkel[vc, -vb]//N 
beta = winkelt-vc, va]//N 
gamma = winkel[va, -vb]//N 

walpha = evc - evb 
wbeta = eva - evc 
wgamma = evb - eva 
glwa = glgertpa, twa, walpha] 
glwb = glgertpb, twb, wbeta] 

{5 - 1.38462 twb, 0.923077 twb} 
glwc = glgertpc, twc, wgamma] 

{-0.415385 twc, 12 - 1.52308 twc 
g = Solve[glwa == glwb, {twa, twb}] 

{{twa -> 7.77778, twb -> 5.05556}} 

mik = glwa /. ta -> ta /. g [[1]] {-2, 4.66667} 

p berechnet man am einfachsten über den aus der Heron-Formel ermittelten Flächeninhalt: 
p = A/(U/ 2). 

Als Anwendung der Hesse-Normalform führen wir die Berechnung des Abstands einer 
Geraden von einem Punkt durch. 

Es gilt bekanntlich: |d \ = HNF | (x, \y 1 ) | bzw. d = n Q • ( x A - x 2 ) ... 1 

n Q ist ein Einheitsvektor, rechtwinklig zu a : hna = na/betr[va] 

ist der Vektor des Punkts, in unserem Beispiel des Mittelpunkts des Inkreises, also mik. 
ist der Vektor eines auf a liegenden Punkts, wir nehmen vb. 

hna = na/betr[na] {-12/13, -5/13} 

rho = Abs [hna . (pb - mik)] 4.66667 


36.8699 

67.3801 

75.75 

{ 1 . 8 , 0 . 6 } 

{-1.38462, 0.923077} 
{-0.415385, -1.52308} 
{-16 + 1.8 twa, 0.6 twa} 


h a geht durch A und ist normal auf BC. 


glha = glger[pa, tl, na] 
glhb = glger[pb, t2, nb] 
glhc = glger[pc, t3, nc] 
g = Solve[glha == glhb, {tl, t2}]//N 
{{tl -> -1.33333, t2 -> -0.416667}} 
hsch = glha /. 1 -> tl /. g [ [ 1] ] 
fl=abc/(4 10.8333) 
xs = (pa + pb + pc)/3//N 


{-16 - 12 tl, -5 tl} 
{5 + 12 t2, -16 t2} 
{0, 12 + 21 t3} 


{0., 6.66667} 
126 

{-3.66667, 4.} 


Wir fassen zusammen: 
a) Gleichungen der Seiten: 


(o) + ( 12 ) b ' X ~ (12) +X 2 (-12) 

-r 6 o)^( 2i o) 


siehe Band 2, Abschnitt 13.3: Gleichung einer Geraden in der Ebene. 
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b) Längen der Seiten: a- 13 fr = 20 c = 21 

c) Größen der Winkel: « = 36,87° ß = 67,38° y = 75,75° 

d) Gleichungen der Seitensymmetralen: m a : ?=f^l-K 


1 ) ♦*»(-£) 


e) Umkreis: Ä:(-5,512,6671110,833) 

f) Gleichungen der Winkelsymmetralen: w a : ?= 


+ 


-1,385 

0,923 


rM*) 

- 16 o 

(A (-0,415 \ 
12 J +/l 3 1^-1,523 J 


g) Inkreis: * (-214,667114,667) 

h) Gleichungen der Höhenlinien: h a : x 


V * = (o) +X 2 (-lö) h c- * = (12) + ^3 (21 ) 

i) Höhenschnittpunkt: //(016,667) 

j) Flächeninhalt: A = 126 

k) Koordinaten des Schwerpunkts: S (-3,66714) 


Wir zeichnen nun unser Dreieck. 

^ Zwr Erinnerung: 

Line[{xl, yl}, {x2, y2}, {xn, yn}] verbindet die Punktfolge 

P v P 2 , ..., P n geradlinig. 

Circle[{xM, yM} , r] zeichnet einen Kreis mit dem Radius r und dem Mittelpunkt 

Text["hallo", {x, y> ] gibt hallo zentriert um (x|y) aus. 

Point[{x, y}] zeichnet einen Punkt an der Stelle (r|y). 

PointSize[r] bestimmt, daß die nachfolgenden Punkte als Kreise mit dem 

Radius r (1 = Gesamtbreite der Zeichnung) dargestellt werden. 
Voreingestellt ist 0.008 

AspectRatio -> Automatic bestimmt das Verhältnis Höhe zu Breite aus den Koordina¬ 
tenwerten im Plot. 


a = {-16, 0}; b = {5, 0); c = {0, 12}; 
u = {-5.5, 2.667}; i = {-2, 4.667}; 

Show[Graphics[{PointSize [0.02], Point[a], Point[b], 

Point[c], Point[u], Point[i]. Circle[u, 10.883], 
Circle[i, 4.667], Text("A", {-16.5, -1}], 

Text["B", {5.5, -1}], Text["C", {.5, 13}], 

Text["I", {-2, 4}], Text["U", {-4.5, 2.6}], 
Thickness[0.0068], Line[{a, b, c, a}]}], 
AspectRatio -> Automatic, GridLines -> Automatic, 
Frame -> True]; 
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-15 -10 -5 0 5 


2. Es sind die Gleichungen des Parallelenpaars zu g: 2x-3y-12 = 0 mit d = ± 3 zu 
ermitteln. 


Lösung: 

HNF(g)... 2x -lZ_~ 12 = 0 
1 13 

P,(x\y)<Eg, +3 = HNF(g 1 ) 
P 2 (x\y)eg 2 -3 = HNF (g 2 ) 


8v 3 = 

8 * -3 = 


2x-3y-12 

fl3 

2x-3y-12 

fl3~ 



3. 


fr: 2.x — 3y — 22,82 = 0 g 2 : 2 jc - 3y -1,183 = 0 

Es sind die Gleichungen des durch fr: 3x - 2y = 0 und g 2 : 3 x + 2y - 6 = 0 bestimm¬ 
ten Winkelsymmetralenpaars w v w 2 zu ermitteln. 

Lösung: 
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4. Vom Punkt / 5 1 (011) sind die Tangenten an den Kreis k mit der Gleichung 
(.x - 5) 2 + y 2 = 9 zu legen. Wie lauten ihre Gleichungen? 

Lösung: 

Der Kreis k (510113) hat den Mittelpunkt M (510) und den Radius 3. 

Die Tangenten gehen durch (011). 

Ihre Gleichungen lauten daher: 

t: y = kx +1 bzw. HNF • zJüHzl = o 




Es ist \tM\=r, es gilt also: HNF,(M) = 3 



x 


Durch Quadrieren, Ordnen und Kürzen erhalten wir: 


8/fc 2 + 5fc - 4 = 0 bzw. k { = 0,4606 k 2 = -1,086 


Somit erhalten wir: 


ty y = 0,4606jc + 1 t 2 : ;y = -l,086x +1 


5. Wir lösen nun ein rechnerisch aufwendiges Problem mit DERIVE. 

Das Dreieck AZ?C[A(-3|1), B{ 5, -4), C(0|7)] ist um 45° um den Ursprung zu drehen 



und dann um 


parallel zu verschieben. 


y 



Lösung: 

x^=x cos ß-y sinß 
3 ^ = x sin ß + y cos ß 
In Matrixform: 


P 



XI = D . X 


iy 


o 


x 


X 


X 


#1: a := [-3, 1] 

#2: b := [5, -4] 

#3: c := [0, 7] 

#4: drei := [a, b, c] 

#6: p := [[3, 4], [3, 4], [3, 4]] 

#7: MAT (ß) := [[COS 08) # -SIN(j3)] f [SlN(ß) , COS(ß)]] 

Für die Drehung eines Punkts definieren wir: 

#8: DREH [a, a) := MAT (a) . a 
Mit Hilfe der Funktionen VECTOR und ELEMENT drehen wir das Dreieck 1 : 

#9: ml := VECTOR ( DREH ( ELEMENT ( drei , i), 45°) , i, 1, 3) 


Die Schiebung erreichen wir mit: #12 : m2 : = ml + p 


ELEMENT (drei, 1 ) spricht das 1. Element der Matrix drei, also den Vektor a an. 
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Nun zum Zeichnen der Dreiecke: 

Wenn wir [Ö]ptions [s]tate [R]ectangular [cjonnected eingestellt haben, dann zeich¬ 
net PLOT[a, b, c, a ] das Dreieck ABC. 



Um Ihnen eine konkrete Vergleichsmöglichkeit zwischen DERIVE und MATHEMATICA zu 
bieten, lösen wir dasselbe Problem mit MATHEMATICA. ... 1 

a = {-3, 1); b = {5, -4); c = (0, 7}; 
p = {{3, 4}, {3, 4}, (3/ 4}}; 

dreh[beta_, x_] := {{Cos[beta], -Sin[beta]} # {Sin[beta] # 

Cos[beta]}} . x 

m2 = Table[dreh[45 Degree, {a, b # c}[[i]]] , {i # 1, 3}]//N 
m2zeich = Append[m2 7 m2[[1]]]; 
m3 = m2 + p 

m3zeich = Append[% # %[[1]]]; 

dreil = Show[ Table[ Graphics [Line[{a, b, c, a}]]]]; 
drei2 = Show[ Table[ Graphics 

[{AbsoluteThickness[1.5], Line[m2zeich]} ]]]; 
drei3 = Show[ Table[ Graphics 

[{AbsoluteThickness[2], Line[m3zeich]} ]]]; 
g = Show[dreil, drei2, drei3]; 

ShowCg, Axes -> True, AspectRatio -> Automatic] 

{{-2.82843, -1.41421}, {6.36396, 0.707107}, {-4.94975, 
4.94975}} 

{{0.171573, 2.58579}, {9.36396, 4.70711}, {-1.94975, 
8.94975}} 


Append (Ausdruck, Element) verbindet Ausdruck mit Element. Z. B.: Append[{x, y, z }, a] liefert 
{x,y,z,a}. 
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y 



19.2 Analytische Geometrie des Raums 


Gleichung der Geraden 

Allgemeine Form: Ax + By + C = 0 
x y 

Achsenabschnittsform: — + — = 1 
a b 

Parameterform: x = x^ + A ~r 
Normalform: n(x- x,) = 0 

Hesse-Normalform: n Q (x- x,) = 0 
Ax + By + C 

1/A 2 + ß 2 


Gleichung der Ebene 

Allgemeine Form: Ax + By + Cz + D = 0 
x y z 

Achsenabschnittsform: — + 7 - + - = 1 
a b c 

Parameterform: ?=x, + Xa + /j.t> 

Normalform: n (x - jc 1 ) = 0 
Hesse-Normalform: n Q (x- ^) = 0 

Ax + By + Cz + D 

]/a 2 + b 2 + c 2 


Gleichung einer Ebene durch drei Punkte 

BEISPIELE 

1. Es ist die Gleichung der durch / > 1 (—21110), P 2 (31 —212) und P 3 (510| 1) gegebenen Ebene 
e zu berechnen. 

Lösung: 

Die Gleichung der Ebene e lautet: n x x + n y y + n z z = d, wobei n x ,n y ,n_ die Koordi¬ 
naten eines Normalvektors von e sind. 
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Es gilt: 




und - x + 9y + 16z = d 


5 


10 


z 


0 

-5 \ 
-10 


P 1 ( — 21110 ) e e => +2 + 9 = ^ => d= 11 
Die Gleichung der Ebene e lautet somit: 


-r + 9 y+ 16 z -11=0 


Nun lösen wir das Beispiel mit DERIVE. 

a := [-2, 1, 0] 
b := [3, -2, 2] 
c := [5, 0, 1] 

n := CROSS (b - a, c - a) [-1, 9, 16] 

[x, y, z] n = an -x + 9 y + 16 z = 11 


Wenn Sie in der Berufspraxis oft vor diesem Problem stehen, wahrscheinlich als Teilproblem 
einer Anwendung, dann ist folgende Vorgangsweise empfehlenswert: 

1. Sie definieren und beschreiben die verwendeten Funktionen: 

"Analytische Geometrie des Raums" 

"a, b, c ... Ortsvektoren der Punkte A, B, C" 

"Normalvektor der durch A, B, C gegebenen Ebene" 

NV(a, b, c) := CROSS(b-a, c - a) 

"Gleichung der durch A, B, C gegebenen Ebene" 

GLE(a 7 b, c) := NV(a, b, c) • [x, y, z] = NV(a, b # c) • a 


2. Sie speichern dieses Programm als DERIVE-Hilfsdatei ANALGE03. DER mit 
Save Derive analgeo3. 

3. Wenn Sie dieses Programm brauchen, dann rufen Sie es mit Transfer Load 

analgeo3 auf, geben Ihre Daten ein und schon haben Sie das Ergebnis. ... 1 

a := [-2, 1, 0] 
b := [3, -2, 2] 
c := [5, 0, 1] 

GLE(a # b, c) -x + 9 y + 16 z = 11 


Wenn Sie den Namen Ihres Programms vergessen haben, dann drücken Sie nach Transfer Load die 
Taste Fl. Am Bildschirm erscheint eine Liste der gespeicherten Programme. 
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2 . 


Gesucht ist die Achsenabschnittsform der Ebene durch den Endpunkt von 

- R 

mit der Normalen n 0 = 1 . Femerist d = eO zu berechnen. 



Lösung: 


Wir setzen die HNF an: 



lx- 2 \ 

>7 + 3=0 und erhalten: 


x+y+z -4 

~1T 


d = 


4 

- 7 = = 2,309 

H 


x y z 

Die Achsenabschnittsform lautet: - + — + — = 1 

4 4 4 

3. Wie lautet die Gleichung der durch den Mittelpunkt von Aß[A(0|0|0), ß(8|-6|4)] 
gelegten Normalebene? 

Lösung: 

m= i (a + k>) M (4|— 312) 

^ / 8 \ 

AB = 1-6 ist ein Normalvektor und M ein Punkt der gesuchten Ebene. 

\ 4 / 

8x- 6y + 4z + D = 0 8-4 + 6• 3 + 4• 2 + D = 0 => D = - 58 Sx-6 >; + 4z-58 = 0 


Abstand einer Geraden von einem Punkt 


Der Abstand einer Geraden g von einem Punkt P ist definiert als d = Minimum (gP). 


d= U x -p0 2+ (y-P2> 2 + ^-p 3 ) 2 = Min! 

x = a + hr d ist somit eine Funktion in der Variablen A. 

Es gilt: d' = 0, usw. 


In MATHEMATICA steht uns für solche Probleme die Funktion 
FindMinimum[f r (x) , {x, x0}] zur Verfügung. 

xO ist der Startwert für x. / x 
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BEISPIEL 


4. 


Gegeben sind der Punkt P (513110) 


und die Gerade g : 



Gesucht sind der Abstand gP und die Koordinaten des Fußpunkts. 
Lösung mit MATHEMATICA 

p = {5, 3, 10}; a = {3, 0, 4}; r = (1, 2, -4}; 
vx = a + t r 

{3 + t, 2 t, 4 - 4 t} 

d = (p - vx) . (p - vx) 

(3 - 2 t) A 2 + (2 - t) A 2 + (6 + 4 t) A 2 

f = FindMinimum[Sqrt[d], {t, 0}] 

{6.06709, {t -> -0.761905}} 

vx /. t -> -0.761905 

{2.23809, -1.52381, 7.04762} 


d = 6,067 Fußpunkt auf g: (2,238 | -1,524 | 7,04762) 


Analog rechnen wir mit DERIVE: 


p := [5, 3, 10] 

x := [3, 0, 4] + t . [1, 2 , -4] 
d := (p - x) (p - x) 

SOLVE jj^d = 0, tj 

x := [3, 0, 4] - 0.761909 . [1, 2, -4] 

[2.23809, -1.52381, 7.04763] 

Y (21 t 2 + 32 t + 49) 

Y (21(-0.761909) 2 + 32(-0.761909) + 49) 


21 t 2 + 32 t + 49 
[t = -0.761909] 


6.06708 


► 


Beachten Sie: 

Bei dieser Art der Lösung mit MATHEMATICA oder DERIVE muß man nur verstehen, was 
der „Abstand einer Geraden von einem Punkt“ ist und Grundkenntnisse von MATHEMA¬ 
TICA oder DERIVE haben. Die Routinearbeit übernimmt der Rechner. 

Das ist ein Blick in die Zukunft: 

Sie werden viel mehr als heute verstehen müssen und dann mit Hilfe eines Rechners größere 
Probleme schnell und sicher lösen können. 
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Abstand einer Ebene von einem Punkt 


Der Abstand einer Ebene e von einem Punkt P ist definiert als d = Minimum ( eP ). 



jt= a + Xb + fic 


d ist somit eine Funktion in den Variablen A und \l. 



In MATHEMATICA steht uns für solche Probleme 

die Funktion FindMinimum [f(x, y) , {x, xO}, {y, yO}] zur Verfügung. 
xO ist der Startwert für x. y 0 ist der Startwert für y. 

BEISPIELE 

5. Gegeben sind der Punkt P (11-314) und die Ebene e: 2x + 3j + z- 6 = 0. 

Gesucht sind der Abstand eP und die Koordinaten des Fußpunkts F. 

Remove["Global'*"] 

p = {1, -3, 4}; a = {0, 0, 6}; b = (1, 0, -2}; 
c = {0, 1, -3); 

vx = a + ub + vc {u, v, 6 - 2 u - 3 v} 

d = (p - vx) . (p - vx) 

(1 - u) A 2 + (-3 - v) A 2 +(-2 + 2 u + 3 v) A 2 

f = FindMinimum[Sqrt [d] , (u, 0}, {v, 0} ] 

{2.40535, {u -> 2.28571, v -> -1.07143}} 

vx /. {u -> 2.28571, v -> -1.07143} 

(2.28571, -1.07143, 4.64287} 


d = 2,41 F (2,29 | —1,07 | 4,64) 


Das gleiche Ergebnis erhielten wir mit der Hesse-Normalform (Band 2, Abschnitt 13.5). 

6. Gegeben sind P(112|3) und e durch die Achsenabschnitte 4, 5, 6. 

Gesucht ist die Gleichung von £'\\e mit Peel 


Lösung: 



=> 15jc + 12_y + 10z = 60 => n- 



e'\ n ■ (x-p) = 0 => 



15x+ \2y + 10z = 69 








240 


19. Anwendung der Vektorrechnung 


7. Durch P(-l|2|3) ist eine zu g[A(4|5|6), £(7|8|9)] normale Ebene e zu legen. Zu 
ermitteln sind die Gleichung von e und der Durchstoßpunkt S. 


Lösung: 


g : x = a +h(b-a)= [5 ] + A 11 


1 ist Normalvektor von 

1 / 


6 M,U n 
e: x + y + z = d P e e => -1+2 + 3 = d 
g n e: (4+ A) + (5 + A) + (6 +A) = 4 => A = —11/3 
jc = 4 - 11/3 = 1/3 y = 5 —11/3 = 4/3 z = 6 -11/3 = 7/3 


daher gilt: 
e: x + ;y + z = 4 


5 


1 4 7 
3 3 3 


Neigungswinkel einer Geraden zu einer Ebene 


Unter dem Neigungswinkel a der Geraden g zu einer Ebene e verstehen wir jenen Winkel, 
den die Gerade g mit ihrem in e liegenden Normalriß g' einschließt. 


Aus n • r= \ n \ ■ | r | • cos (<(r, n )) kann man <(n, r) und aus <(n, r) = 90°-a 
den Winkel a ausrechnen. 


BEISPIEL 

8. Es ist der Winkel zwischen der Ebene e : x-2y + z = 15 und der Geraden 


g: x 


m 

f-i\ 

1 +A 

-i 

1 1 

i 2 i 


Lösung: 

cos (<(i n, ?)) = 


l«l • kl 

\r\ = fö 


Somit^ ,— 

ist \n\ = 16 und: n • r - 


n= 1-2 





Aus cos (<(rc, r)) = 


M'l'l f~6 fö 


folgt <(n, r) = 60° 


Es ist somit: a = 90° - 60° = 30 c 


a = 30 c 
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Winkel zwischen zwei Ebenen 


Es sei n eine Normalebene zu e 1 und e 2 . 

Unter < e 2 ) verstehen wir den Winkel der Schnittgeraden a und b. 



Wir erkennen: 


Der Schnittwinkel der Ebenen ist gleich dem Winkel, den die Normal Vektoren n x und n 2 
miteinander bilden. 


Es gilt somit: 


cos (p — 



BEISPIEL 


9. 


Es ist der Winkel (p , den die Ebenen e x : jc + _y + 2z = 10 und e 2 : jc = 3 miteinander 
einschließen, zu ermitteln. 

Lösung: 


cos q> = 




| n, | = i~6 



|n 2 | =1 



cos (o = —j=, daher 


(p = 65,9° 


Abstand zweier windschiefer Geraden 

g 1 und g 2 sind durch die Gleichungen 
?=x,+ArJ 
s 2 : x = x 2 + fir 2 
gegeben. 

S X S 2 ist der kürzeste Abstand dieser Geraden. 
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Aus S^S 2 _L g., a 5^2 _L g 2 folgt: S^S 2 || x ~r 2 
Somit gilt: <?= S^S 2 = k( rj x r^) = s* 2 - s[ = k(r\ x r^) 

Dieser Vektorgleichung entspricht ein lineares System von 3 Gleichungen in den Variablen A, /i, k. 

Wir sind daher imstande, mit diesem Verfahren sowohl die Koordinaten der Punkte mit kürzestem 
Abstand (Lotfußpunkte) als auch den Abstand (Gemeinlot) zu berechnen. 


BEISPIEL 


10 . 


Der Abstand der Geraden 


Sv 




und die Koordinaten der Lotfußpunkte und S 2 sind zu berechnen. 


Lösung mit DERIVE: 


xl 

= [-1, 4, 6] 




rl 

= [1, 1, 2] 




gi 

= xl + tl rl 




x2 

= [3, 5, 2] 




r2 

= [2/ -1, 1] 




g2 

= x2 + t2 r2 




dO 

= g2 - gl [-tl 

+ 2 t2 + 4, -tl 

-t2 

+ 1, -2 tl 

vp 

= CROSS(rl, r2) 


[3, 

3,-3] 

SOLVE ( [dO = k vp] , 

[tl, t2, k]) 

[tl 

ii 

CM 

4-J 

vH 

1 

II 

S1 : 

:= xl + (-1) rl 


[-2, 

- 3, 4] 

S2 : 

:= x2 + (-1) r2 


[1, 

6, 1] 

d : = 

= f( (S2 - Sl) . 

(S2 - Sl) ) 

5.19615 


Abstand = 5,196 Fußlotpunkte: ^ (—21314) ,S 2 (1|6|1) 


19.3 Analytische Geometrie der Kugel 


Die Kugelfläche ist die Menge aller Punkte im Raum, die von einem 
Punkt, dem Kugelmittelpunkt M, gleichen Abstand r haben. 
Somit: (x - m) 2 = r 2 bzw. (x - m x ) 2 + (y- m y ) 2 + (z - m z ) 2 = r 2 


BEISPIELE 

1. Wie lautet die Gleichung einer Kugel mit M(21314), 
die die xz-Ebene berührt? 

Lösung: 


X 



Die Entfernung von der xz-Ebene ist r = m y = 3. 


(x-2) 2 + (y- 3) 2 + (z - 4) 2 = 9 
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2. DieGerade g [A(0|0|0), ß(l | 0|5)] schneidet die Kugel *(2|3|4|| fläT ). 

Es sind die Durchstoßpunkte Sj und S 2 und die Gleichungen der Tangentialebenen in 
diesen Punkten zu ermitteln. 


Lösung: 

Die Gleichung der Kugel lautet: (x - m) 2 = r 2 
Die Gleichung der Geraden lautet: x = a + X(S-a ) 

Für jeden Punkt S einer Tangentialebene gilt 
(* - $ ) • (m - s ) = 0, weil diese Vektoren 
normal aufeinander stehen. 



k: (x-2) 2 + (y- 3) 2 + (z — 4) 2 = 131 

g: x- X y = 0 z = 5X 

k n g: 26A 2 -44A-102 = 0 => A 1 = 3 

Somit gilt für die Schnittpunkte: 


(x- s*) - (m-s*) = 0 


Ix-3 


LZ —15 



A 2 = -1,30769 

. /-1,30769 

S 2 ~ ^ 

\- 6,53845 


= 1 0 
15 


Ty -jc + 3y -llz +168 = 0 


lx + 1,30769 \ 13, 30769 \ 

y | • 3 =0 => t 2 : 3, 3017 x + 3y + 10,5385z + 73,2308 = 0 

^ + 6,53846 / \10,53846 / - 


3. Wie lautet die Gleichung einer Kugel mit M(2|3|3), die die Ebene e: 3x + 4y-5z = 60 
berührt? 

Die Koordinaten des Berührpunkts T sind zu berechnen. 


Lösung: 

Der Abstand der Ebene e vom Punkt M ist der gesuchte Radius. 

Wir rechnen wie im Beispiel 5 von Seite 239. 

m= {2, 3, 3}, vx= {s, t, 0.6 s + 0.8 t - 12}; 
d = (m-vx). (m - vx)(2 - s) A 2 + (3 - t) A 2 + 
(15 - 0.6 s - 0.8 t) A 2 
f = FindMinimum[Sqrt [d] , (s, 0), {t, 0}] 

{8.06102, {s -> 5.42, t -> 7.56}} 

vx /. -> {s -> 5.42, t -> 7.56} 

{5.42, 7.56, -2.7} 


k : (x - 2) 2 + (y - 3) 2 + (z - 3 f = 8.06102 2 


T(5,42 | 7,561-2,7) 
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AUFGABEN 


Lösen Sie die folgenden Aufgaben mit DERIVE. 

19.01* Wie lang ist die Sehne, die die Kugel k (- 21315116) von der Geraden 


* x "2 +A 


2 abschneidet? 
i3/ 


Wie lauten die Gleichungen der Tangentialebenen in den Durchstoßpunkten? 


19.02* Eine Kugel berührt zwei parallele Ebenen. 

£ A : x+2y+z=S e 2 enthält den Punkt P(10|5|l). 

Der Mittelpunkt der Kugel liegt auf der Geraden g [A(51312), B (4121 - 5)]. 
Wie lautet die Gleichung der Kugel? 


19.03* Wie lautet die Gleichung einer Kugel, die die Ebene e : 2x + 3y + 6z = 24 im Punkt 
jTj (51 y a |2) berührt und durch den Punkt P 1 (81 - 51 - 4) geht? 

Wie lautet die Gleichung der Tangentialebene im Punkt P v welchen Winkel schließt diese 
mit e ein? 

19.04* Eine Kugel, deren Mittelpunkt auf der Geraden#: j?= |- 
Punkte P 1 (101311) und P 2 (41-5|8,4833). 

Wie lautet ihre Gleichung? 

Wie lauten die Gleichungen der Tangentialebenen in P 1 
Welchen Winkel schließen die Ebenen miteinander ein? 


+ A 


2 liegt, geht durch die 
3/ 


Geschichte der Geometrie 

Die klassische Geometrie der Griechen haben wir im Band 1 behandelt. 

Euklid lebte um 300 v. Chr. Über sein Leben ist fast nichts bekannt. Er gilt als Begründer der Alex- 
andrischen Periode und verfaßte das einflußreichste Mathematikbuch aller Zeiten, die „Elemente“, 
eine Zusammenfassung des damaligen Wissens. Die Geometrie Euklids ging von Axiomen aus und 
gelangte durch logische Schlüsse zu ihren Sätzen. Viele Probleme der Algebra und der Zahlentheorie 
waren damals geometrisch eingekleidet, z. B. der Zusammenhang zwischen Quadratseite und Diago¬ 
nale. Die arithmetischen Hilfsmittel waren sehr gering. 

Descartes und Fermat schufen nach 1600 die Analytische Geometrie. Punkte wurden durch Zahlen¬ 
paare bzw. durch Zahlentripel dargestellt. Geometrische Objekte und die Beziehungen zwischen 
diesen durch Gleichungen zwischen den Koordinaten. 

Heute unterscheidet man nach den verwendeten Hilfsmitteln. Die Analytische Geometrie verwendet 
algebraische Methoden, die Differentialgeometrie verwendet die Differential- und Integralrechnung. 
Um 1630 veröffentlichte Girard Desargues Arbeiten über Kegelschnitte und begründete die pro¬ 
jektive Geometrie. 
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Riemann schlug die Brücke von der Euklid - Gauß’schen Geometrie zur Differentialgeometrie. 

Nichteuklidische Geometrien nennt man Geometrien, in denen das Parallelenaxiom nicht gilt. 
Diese wurden von dem ungarischen Mathematiker Janos Bolyai (1802-1860), dem Russen Nikolai 
Lobatschewski (1792-1856) und C. F. Gauß geschaffen und von B. Riemann, Minkowski und 
A. Einstein ausgebaut. 

Gaspard Monge (1746-1818), 

Professor für Mathematik, Physik und Hydraulik. 

Er gründete die erste Technische Hochschule der Welt, das Ecole Polytechnique in Paris. 

Er schuf die Darstellende Geometrie und die Differentialgeometrie. 

Die analytische Geometrie des «-dimensionalen Raumes wurde von Hermann Graßmann begrün¬ 
det und von Bernhard Riemann weiterentwickelt. 

Eine Aufzählung der großen Geometer wäre ohne Felix Klein (1849-1925) unvollständig. Dieser 
arbeitete richtungweisend in Algebra, Geometrie und Funktionentheorie und vor allem in der Grup¬ 
pentheorie. Klein beeinflußte wie kein zweiter die Entwicklung des mathematischen Unterrichts an 
Universitäten und Gymnasien. 

David Hilbert (1862-1943) 

studierte, promovierte und habilitierte sich in seiner Geburtsstadt Königsberg. Ab 1895 war er 
Professor in Göttingen, das zum Mekka der Mathematik und Physik wurde. 

Hilbert gilt als letztes Universalgenie. Er beherrschte und förderte alle Gebiete der Mathematik. 
„Hilbert-Axiome“, „Hilbert-Programm“ und „Hilbert-Raum“ sind Fixpunkte der Mathematik. 
Hilbert war der Hauptvertreter der axiomatischen Richtung der Mathematik. 

Er arbeitete zuerst auf den Gebieten der Algebra und der Zahlentheorie, dann stellte er mit den Ver¬ 
öffentlichungen „Grundlagen der Geometrie“ und „Elemente der Euklidischen Geometrie“ diese auf 
eine neue Basis. 

Von 1900-1920 befaßte sich Hilbert mit Problemen der Analysis und der mathematischen Physik 
(kinetische Gastheorie, Hamilton-Prinzip der allgemeinen Relativitätstheorie). 

Ab 1920 beschäftigte sich Hilbert hauptsächlich mit der Grundlagenforschung. Er entwickelte einen 
allgemeinen Logikkalkül. 



G. Monge 


F. Klein 


D. Hilbert 



20. Technisch wichtige Kurven 

Hier beschränken wir uns auf die für maschinenbauliche Abteilungen wichtigen Radlinien und 
Spiralen und auf die für bau technische Abteilungen wichtige Klotoide. 


20.1 Radlinien (Trochoiden) 


Gespitzte Zykloide 


Wenn ein Kreis ohne zu gleiten in einer Ebene auf einer Geraden abrollt, so beschreibt jeder 
Kreispunkt eine Kurve, die man gewöhnliche oder gespitzte Zykloide nennt. 1 2 


Wir lassen einen Kreis vom Radius r vom Ursprung aus auf der x-Achse abrollen. 

Wir wählen den im Bogenmaß gemessenen „Wälzwinkel“ t als Parameter und erhalten eine 
Parameterform der gespitzten Zykloide. 


x = r(t- sinf) 
y = r(l - cost) 



Für / = 0 erhalten wir x = 0 und y = 0; für t=2n erhalten wir x = 2nr und y = 0. 

Aus der Periodizität der Kreisfunktionen folgt, daß die Zykloide eine periodische Kurve mit 
T=2n ist. Sie ist daher für alle felR erklärt und besitzt für t = 2n 7t, n eZ, also an den 
Stellen x = 0 x = ±2nr; x = ±4nr; ... Spitzen. 


Um die Gleichung der Tangente im Zykloidenpunkt /^(Xj |y.,) aufstellen zu können, berechnen 
wir zunächst die erste Ableitung im Punkt P y 



aus 


x = r(t- sint) 
y = r( 1 - cos/) 


folgt: 


x = r(l - cos?) 
y = rsinr 


und damit y' 


1 

-- und y' (x^ 



Es gilt somit: 



tan — 

v z / 


1 trochos (gr.) A Rad. 

2 Praktisches Beispiel: Zahnrad auf Zahnstange 
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Die Tangente geht durch den höchsten Punkt H des zugehörigen 

y 

H 

t 

Rollkreises. 




Die Normale im Punkt P geht durch den sogenannten Momentan¬ 
pol N, den augenblicklichen Berührpunkt des Rollkreises mit der 
x-Achse. 



n 

0 

DCTCniCT 


\n x 


1. Welche Koordinaten hat der Zykloidenpunkt P v wenn der Rollkreisradius r=10 und 
der Wälzwinkel f=100° ist? 

Wie lautet die Gleichung der Tangente im Punkt P^t 

x = r(/-sinf) f=100°; arc 100 0 = 1,7453; sin 100° = 0,9848; cos 100° = -0,1736 
y = r( 1 - cosr) cot50° = 0,8391 

x 1 = 10(1,7453 - 0,9848) = 7,605 = 10(1 + 0,1736) = 11,736 P x (7,605111,736) 

Gleichung der Tangente in P 1 : y - 11,736 = 0,8391 (x - 7,605) y = 0,8391 x + 5,355 


Gestreckte und geschlungene Zykloide 


Beim Abrollen eines Kreises auf einer Geraden beschreibt jeder Kreispunkt eine gewöhnliche 
oder gespitzte Zykloide. 

Punkte innerhalb des Rollkreises beschreiben gestreckte Zykloiden. 

Punkte außerhalb des Rollkreises beschreiben geschlungene Zykloiden. 



0 27t r x 

gestreckte Zykloide 




0 27tr x 

gespitzte Zykloide 



Mi 



0^ 27tr x 

geschlungene Zykloide 


Die Gleichungen lauten: 


x = rt - csinr 
y = r - c cos t 


c ist der Abstand des erzeugenden Punktes vom Mittelpunkt des Rollkreises. 


Wilhelm Blaschke (1885-1962), 

geboren in Graz, studierte in Wien und wirkte in Bonn, Greifswald, Prag, Leip¬ 
zig, Hamburg. Er war der führende Geometer seiner Zeit, der auch in der Funk¬ 
tionentheorie und in der Variationsrechnung richtungweisend war. 

Er schuf die „Topologische Differentialgeometrie“. 

Seine Bücher über Differentialgeometrie, analytische Geometrie und projektive 
Geometrie sind Klassiker der Mathematik. 
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Aufradlinien (Epitrochoiden) 


Rollt ein Kreis ohne zu gleiten außen auf einem festen Kreis ab 1 , 
so beschreibt jeder Punkt des Rollkreises eine gewöhnliche Auf¬ 
radlinie, auch gespitzte Epitrochoide und manchmal Epizy¬ 
kloide genannt. 


Es gelten die Beziehungen: x = ( R + r ) cos 4 t - c ■ cos ^ 4 * 1 

R R 

, n x . r . R + r 

y = (R + r) sin — t - c ■ sin — t 



R 


R 


r 

Wenn — eine rationale Zahl ist, so schließt sich die Kurve; andernfalls erhält man eine nicht in 
R 

sich geschlossene Kurve. 

r 1 

Zum Beispiel: Aufradlinien mit — = — 

R 5 





geschlungene Aufradlinie 


Ein Sonderfall einer Epizykloide, nämlich für R = r = c, 
ist die Kardioide (Herzkurve). Ihre Gleichung lautet in 
Parameterdarstellung: 


x = R(2cost- cos2t) 
y = R (2 sin t - sin 2 1 ) 


in kartesischen Koordinaten: 

(x 2 + y 2 - R 2 ) 2 = 4 R 2 [(* - R) 2 + y 2 ] 



Beispiel: Außenverzahnung. 
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Die Länge der Kurve beträgt / = 8 /?. 

Der Inhalt der von ihr eingeschlossenen Fläche ist A = 6kR 2 . 

Im £, 77 -System [£ = x - R-, r] = y ] lautet eine Parameterdarstellung: 

£ = 2 Rcosf(l -cosf); 
j] = 2Rsmt{\ - cos t) 

Die zugehörige Darstellung in Polarkoordinaten ist p = 2R{\ - cos t) 

Es ist < NOA = < NMP\ OA=MP = R. Es ist MO AP ein gleichschenkliges Trapez 
und somit t=t. 

Allgemein heißen die Aufradlinien mit R = r Pascal-Schnecken 1 . 


Inradlinien (Hypotrochoiden) 




Rollt ein Kreis ohne zu gleiten innen auf einem festen Kreis ab 2 , so beschreibt jeder Punkt des 
Rollkreises eine gewöhnliche Inradlinie, auch gespitzte Hypotrochoide und manchmal Hypo¬ 
zykloide genannt. 


Wir führen ohne Beweis eine Parameterdarstellung der Inradlinien an: 

r R — r 

x- (R — r) cos —t + c* cos ——t 
R R 

. _ . . r . R-r 

y = (R - r) sin — t - c ■ sin ———t 
R R 

r 

Wenn — eine rationale Zahl ist, so schließt sich die Kurve, ist 
R 

schließt sich die Kurve nicht. 



Zum Beispiel: Inradlinien mit 


r 

R 


1 

3 





geschlungene Inradlinie 


1 Benannt nach ihrem Entdecker Etienne Pascal, dem Vater des großen französischen Mathematikers Blaise 
Pascal. 

2 Beispiel: Innenverzahnung. 
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Als Sonderfall einer Inradlinie erhält man für r = c = — 

4 

eine vierspitzige Kurve, genannt Astroide (Sternkurve). 

Eine Parameterdarstellung lautet: 

3 t 3 t 

x = R cos — v = Rsm T 
4 4 

Daraus erhält man: 1 2 x 213 + y 2/3 = R 2/3 

^ R U..1 ( R \ 1 ( R 

Für r = — erhalt man: x = I — + c I cos - y = I - c 
Es liegt eine Ellipse mit den Halbachsen a = — + c und b = 

ß 

Weiters erhalten wir für r = c = — die Parameterdarstellung: 



. t 
sm- 


R 

2~ C vor ' 


x = R cos ^ 3 ’ = 0 


2 


Der Punkt P bewegt sich auf der jc-A chse periodisch hin und her. 

Anwendung: Hypozykloidengeradeführung 

r = c = R ergibt x = R’, y = 0. Die Inradlinie ist ein Punkt, nämlich der Anfangspunkt. 


20.2 Spiralen 

Spiralen sind transzendente Kurven. 

Bei ihnen ist der Radiusvektor eine eindeutige Funktion des Winkels (p ; es gilt also r 


Archimedische Spirale 


Eine archimedische Spirale entsteht, wenn sich ein Punkt P mit konstanter Geschwindigkeit 
v auf einer Geraden g bewegt, die sich ihrerseits mit der konstanten Winkelgeschwindigkeit 
(o um einen festen Punkt, den Pol O, dreht. 


Beispiel: Bewegung der Laufkatze eines Drehkranes 
Die Gleichung einer archimedischen Spirale lautet in 
Polarkoordinaten: 

r = acp a = konstant 



1 durch Elimination von t 

2 Zeigen Sie die Richtigkeit dieser Behauptung! 


r=atp 
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Bedeutung von a : Bei einer vollen Umdrehung des Leitstrahls ((p = 2n) hat der Punkt P auf 
dem Leitstrahl den Weg OA = r Q zurückgelegt. 

r o 

Es gilt also: r Q = 2 a n und damit a = — 

Zeigen Sie, daß der Gangunterschied zweier aufeinanderfolgender Spiralbögen 2 an beträgt! 


Der Flächeninhalt A eines Sektors zwischen zwei Radiusvektoren r A =cn und r 2 = a(p 2 
a 2 

beträgt: A = -^((p 3 2 -(p\) 

Die Länge des Bogens OP A ist: s = ]/ 9* + 1 + arsinh (p 1 j 


Der Krümmungsradius ist: p = a 


(? 2 + l ) 3/2 

(p 2 + 2 


im Koordinatenursprung daher: p Q = — 

Die archimedische Spirale wird z. B. bei Kurvenscheiben verwendet. 


Hyperbolische Spirale 


Die Gleichung der hyperbolischen Spirale lautet: 
a 

1 ~ <P 



Die Gerade mit y = a ist Asymptote und der Punkt O ist ein asymptotischer Punkt. 


Es gilt: lim y = a und lim r = 0 

° 9 —> 0 (p 



<p 2 ^°° 2<p 1 


Der Krümmungsradius beträgt: p 


h+7 


a (<p 2 + 1) 3/2 


1 ,• 1 - Sm< P 

1 lim y - a ■ lim -= a 
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Logarithmische Spirale 

Die logarithmische Spirale schneidet alle Leit¬ 
strahlen unter gleichem Winkel yt. 

Ihre Gleichung lautet: r = (f (a > 0) 


Wertetabelle: 


<p 

0 1 2 3-1-2 

r 

1 a a 2 a 3 1 /a 1/a 2 



Der Pol ist ein asymptotischer Punkt, dem sich die Kurve nähert, wenn <p °o geht, ohne ihn zu 

erreichen. 

Wenn cp nach einer arithmetischen Folge wächst (<j o; (p + S‘, q> + 2ö; ...), so ändert sich r 
nach einer geometrischen Folge (</; a s • a <p ; a 25 • a <p \ ...). 

Die logarithmische Spirale schneidet die Polarachse unendlich oft, unter anderem im Punkt (110), es 
ist dort r = a° = 1 . 

1 

Die polare Steigung beträgt tan y/ = . 

r 2~ r \ r 

Die Bogenlänge ist s = -, der Krümmungsradius p = —-. 

cos ys sin y/ 

Die logarithmische Spirale wird z. B. bei Kurvenscheiben und Fräsern verwendet. 


20.3 Kreisevolvente 


Wird ein auf einer kreisförmigen Spule mit dem Radius R aufgewickelter Faden straff abge¬ 
wickelt, so beschreibt der Fadenendpunkt eine Kreisevolvente. 


Es ist TP = TA = R t\ ferner 

x= OC= OE + DP =Rcost + Rtsint und 

y = PC - TE - TD =Rsint - Rtcost. 

Wir erhalten somit: 

x = R(cost + tsint) 
y = R(s'mt - tcost) 
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y 

Die Tangente in P ist parallel zu OT, es ist ja y' = -r- = tanr. 

Aus der Evolutendefinition folgt, daß T der Krümmungsmittelpunkt für den Evolventenpunkt P 
ist. 

Im Maschinenbau werden Kreisevolventen als Profilkurven für Zahnflanken (Evolventenver¬ 
zahnung) verwendet. 


20.4 Klotoide 

Im Straßen- und Eisenbahnbau werden als Trassierungselemente Geraden (Krümmung k = 0) und 
Kreise ^Krümmung k = y = konstantj und als deren Verbindungselemente Übergangs- 
bogen verwendet. 

Letztere sind notwendig, um einen sprunghaften Übergang der Krümmung von *r = 0 auf 
k = — und damit einen Sprung der Fliehkraft zu vermeiden. 


Der moderne Straßen- und Eisenbahnbau muß die immer größer werdenden Fahrgeschwindigkeiten 
berücksichtigen. Es werden daher Übergangsbogen mit veränderlicher Krümmung und zügiger 
Linienführung, meistens Klotoiden, verwendet. 1 2 


S-Kurve 

bestehend aus zwei entgegengesetzt gerichteten Kreisbogen und 
einer Zwischengeraden. 



Zwischengerade 


Wendelinie 

S-Kurve bestehend aus zwei entgegengesetzt gerichteten Kreis¬ 
bogen und zwei entgegengesetzt gerichteten Klotoidenstücken. 



Eilinie 

bestehend aus zwei gleichgerichteten Kreisbogen und einem 
Klotoidenstück. 

Es gibt keine Verbindung durch eine gemeinsame Tangente. 


1 Auch Klothoide ist üblich; Spinnlinie 

2 Bei den olympischen Winterspielen 1964 in Innsbruck wurden vom HTL-Lehrer Professor Dr. Siegfried Pezzei 
bei der Berechnung der Bob- und Rodelbahnen erstmals Klotoiden verwendet. Die Berechnung war sehr 
schwierig, da nur der Relaisrechner ZUSE Zll zur Verfügung stand. Vorher wurden die Kurven nach dem 
Augenmaß sehr tüchtiger Maurer gebaut und waren daher aus heutiger Sicht sehr holprig. 

Die Überraschung gab es nach den Winterspielen. Die errechneten Werte der Geschwindigkeit stimmten mit 
den realisierten Werten fast überein. 
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Die Klotoide ist eine bezüglich des Ursprungs 
punktsymmetrische Spirale, von der allerdings 
meistens nur das mittlere Stück verwendet 
wird. 


Die Koordinaten der beiden asymptotischen Punkte sind: 




Die Klotoide ist eine Kurve, bei der die Krümmung k linear mit der vom Ursprung aus gemes¬ 
senen Bogenlänge s wächst. ... 1 



Aus k ~ s folgt 


1 

P 


s und somit p • s = konstant. 


a 


ps = a 2 = konstant .. . 3 

In jedem Klotoidenpunkt P ist das Produkt aus Krümmungsradius p und der vom Ursprung 
aus gemessenen Länge s gleich einem konstanten Wert a 2 . 


Durch a, den Parameter der Klotoide, ist diese eindeutig gekenn¬ 
zeichnet. Aus der Definition folgt, daß es nur eine Klotoidenform, aber 
verschiedene Größen gibt. 


Durch Änderung von a wird die Größe einer Klotoide geändert, 
nicht ihre Form. 

a hat also die Bedeutung eines Vergrößerungsfaktors. 



Entsprechend der Benennung des Kreises mit r = 1 als Einheitskreis bezeichnet man eine Klo¬ 
toide mit dem Parameter a = 1 als Einheitsklotoide. 

Der Winkel t, den die Tangente mit der Grundtangente einschließt, hat für jeden Klotoiden¬ 
punkt P einen anderen Wert. Dieser nimmt mit wachsender Länge s immer rascher zu. 


1 Die Krümmung nimmt also mit dem Fahrweg gleichmäßig zu (Lenkradeinschlag), die Tangentialbeschleuni¬ 
gung hat keine Sprungstellen. 

2 Band 3, Abschnitt 9.2: p = l/x mit p als Krümmungsradius und x als Krümmung. 

3 Aus Dimensionsgründen schreibt man a für den Konstantwert. 
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1 dz 

Es ist definitionsgemäß k = — = , 

p ds 

1 s 

dz - — ds = — ds und somit 

P a 2 


also 


2a 


2P 2p 2 



BEISPIEL 

Gegeben ist eine Klotoide mit s = 250 m; p = 500 m. Gesucht ist der Tangentenwinkel. 
s 250 

Lösung: z = — = = 0,25 Die Umrechnung in das Gradmaß ergibt: z = 14,32° 

Zp 1 UUU 


Jene Stelle der Klotoide, an der p = s = a ist, nennt man deren Kennstelle. 


Es ist dort: z = - 0,5 A 28,65° 

2a 

Im Straßenbau benützt man Klotoidenstücke bis z = 50°. 

In diesem Bereich gilt: = \r 

'lang 2 

Diese Formel wird zur näherungsweisen Klotoidenkonstruktion benützt. 

Wir zeichnen eine Einheitsklotoide mit MATHEMATICA, wobei wir eine Parameterdarstellung 
der Einheitsklotoide im kartesischen Koordinatensystem benutzen. 

a = 1; 

x[t_] = a Sqrt[Pi] Integrate[Cos[Pi/2 t A 2 ], t]; 
y[t_] = a Sqrt[Pi] Integrate[Sin[Pi/2 t A 2], t]; 
klotoide = ParametricPlot[(x[t], y[t], {t # -3, 3>] 




Fortschritt der Technik: 

1965 wurde im ZUSE-Rechenzentrum in Wien, die Geometrie von Eisenbahnwechseln für eine 
Geschwindigkeit von 300 km/h berechnet. Als Übergangsbogen kamen nur Klotoiden in Betracht. 
Das Programm lieferte zunächst unbrauchbare Werte. Erst bei 18stelliger Rechnung klappte es. 
Heute brauchen Sie zur Erstellung solcher Programme nur wenige Minuten! 













21. Simplexmethode 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie lineare Optimierungsprobleme mit Hilfe der Sim¬ 
plexmethode lösen können. 

Wir haben bereits im Abschnitt 9.8 von Band 1 die Grundzüge der linearen Optimierung besprochen. 
Dabei haben wir uns auf das grafische Lösen einfacher Beispiele beschränkt. 

Nun wollen wir die rechnerische Lösung solcher Beispiele mittels der vom Amerikaner 

G. B. Dantzig im Jahre 1947 entwickelten Simplexmethode besprechen. 

BEISPIEL 

Wir gehen von folgendem Maximumproblem aus: 

Zielfunktion: Z = 5x 1 + 6x 2 + x 3 + 2x 4 ... Maximum 

Nebenbedingungen: 2x 1 + x 2 + x 4 10 

x, - x, + 7x, - x, ss 30 

je + x? + 3* «s 25 

1 ü J 

Dieses Ungleichungssystem steht für die gegenseitigen Einschränkungen. 

Die Nichtnegativitätsbedingungen x 1 3* 0; x 2 > 0; x 3 0; x 4 s* 0 sind eine Voraussetzung 

der Simplexmethode. 

Weil das Rechnen mit Gleichungen einfacher ist als das Rechnen mit Ungleichungen, schreiben wir 
die Nebenbedingungen als Gleichungen, indem wir in jeder Zeile eine Schlupfvariable einfLhren. 

Es gilt: 

Schlupfvariable = rechte Seite der Ungleichung - linke Seite der Ungleichung 

(7) 2x x + x 2 + x 4 + x 5 =10 

(2) x { -x 2 + lx 3 -x 4 + x 6 =30 

(3) .^ + x 2 + 3x 3 + x 7 = 25 

Dieses System enthält 3 voneinander unabhängige Gleichungen in den 7 Variablen x v x v x v x 4> 
x 5 , x 6 , x 7 , die allesamt den Nichtnegativitätsbedingungen unterliegen 1 

Wir können daher die drei „Basisvariablen“ (BV; „freie Variablen“) x 5 , x 7 in Abhängigkeit 
von den vier „Nichtbasisvariablen“ („gebundene Variablen“) x v x 2 , x 3 , x 4 ermitteln. 


Wir übertragen dieses Gleichungssystem und di e Zielgleichung in das Simplex-Eingabe-Schema: 


BV 


*1 

*2 

*3 

*4 

"*5 


x 7 


«, ... 2 

*5 

(1) 

2 

1 

0 

i 

1 

0 

0 

10 


*6 

(2) 

1 

- 1 

7 

- 1 

0 

1 

0 

30 


x 7 

(3) 

1 

1 

3 

0 

0 

0 

1 

25 



6 

5 

6 

1 

2 

0 

0 

0 

0 



1 Üblicherweise werden die Schlupfvariablen mit v^v 2 , bezeichnet. 

Weil sie in unserem Schema denselben Umformungen wie die Variablen x v x 2 . x m unterworfen sind, 

bezeichnen wir sie mit jc +1 , x 2 * ••• 

2 Die Verwendung der ^-Spalte wira später erklärt werden. Rosa Raster... Nichtbasis variablen (hier Koeffizien¬ 
tenmatrix des Gleichungssystems). Grauer Raster... Basisvariablen (hier Einheitsmatrix 3. Ordnung). 
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Wir verwenden folgende Bezeichnungen: 

a u steht für den Koeffizienten von in der Zeile (1), usw. 
q steht für den Koeffizienten von Z in der Spalte von x v usw. 
b. steht für die „rechte Seite der Gleichung (/).“ 

Eine Lösung können wir sofort angeben; sie fällt mit dem Nullpunkt des Koordinatensystems 
zusammen: x, =0; x 2 = 0; x 3 = 0; x 4 = 0; Z = 0. 

Diese Lösung beschreibt den Zustand des Nichtproduzierens. 

Wir erklären nun das Simplexverfahren, mit dem das Eingabe-Schema schrittweise umgeformt 
wird, bis die Lösungen aus dem Schema direkt abgelesen werden können. 

Ausdrücklich stellen wir fest, daß unser Gleichungssystem nur ein Modell für ein praktisches 
Problem ist. Unsere Lösungen können nur dann „brauchbar“ sein, wenn das Modell eine gute 
Beschreibung des Problems ist. Wie Sie solche Modelle aufstellen, lernen Sie in den Fachgegenstän¬ 
den. 

1. Schritt: Wir suchen den größten positiven Koeffizienten in der Z-Zeile. 

Er steht in der Spalte für x 2 . Max(Cj) = c s = 6 = c 2 =* s = 2 
Die 2. Spalte heißt Pivotspalte. 

Wir suchen das größte positive Cj : c s = Max(cp 
Die Spalte s heißt Pivotspalte 1 . 


2. Schritt: Wir betrachten nun die Koeffizienten der Pivotspalte: 

(1) a u = 1 > 0 Wir tragen in der ^-Spalte den Wert von 


1 10 in • 

— = — = 10 ein. 

«io 1 


(2) a 22 = -1 < 0 keine Eintragung in der ^-Spalte 

(3) a 32 = 1 > 0 Wir tragen in der ^-Spalte den Wert von 

b 3 25 . 

— = — = 25 ein. 

a 32 1 


Wenn in der Spalte 5 der Koeffizient a is > 0 ist, dann wird in der g-Spalte der 

b i 

Wert von - eingetragen. 

a i,S 

3. Schritt: Wir suchen den kleinsten Wert q z = Min(^) in der g-Spalte. 

Er steht in der 1. Zeile: q z = q A = 10 => z = l 
Die 1. Zeile heißt Pivotzeile 2 . 

Das Element a zs = a 12 heißt Pivotelement. 


1 Wir umranden die Pivotspalte rot. 

2 Wir umranden die Pivotzeile rot. 
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Die Spalte, in der der größte Wert von Cj steht, heißt Pivotspalte. 

Wir bezeichnen sie mit s. 

Die Zeile, in der der kleinste <7-Wert steht, heißt Pivotzeile. 

Wir bezeichnen sie mit z. 

Das Element, das im Schnittpunkt der Pivotspalte und der Pivotzeile steht, heißt Pivotelement. 

Es ist dies a z g . 


Unser Simplextableau hat nun die Form: 


BV 


*1 

*2 

*3 

*4 

*5 

*6 

X 1 

b i 


*2 

(1) 

2 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

10 

10 

*6 

(2) 

1 

-1 

7 

-1 

0 

1 

0 

30 

- 

x i 

(3) 

1 

1 

3 

0 

0 

0 

1 

25 

25 


Z 

5 

6 

1 

2 

0 

0 

0 

0 



Die Elemente der Pivotspalte müssen so umgeformt werden, daß das Pivotelement den Wert 1 
und alle anderen den Wert 0 haben. 


4. Schritt: Wenn der Wert des Pivotelements ungleich 1 ist, dann dividieren wir alle Elemente 
der Pivotzeile durch das Pivotelement. 


Bei uns ist das Pivotelement 1. 

Wir können daher die Pivotzeile unverändert in das neue Tableau übertragen. 


( 1 ) 2 


0 


1 0 0 


10 


Die nun folgenden Umformungen sind ähnlich jenen, die wir bereits in Band 2 beim Gauß-Algorith¬ 
mus kennengelemt haben. 


5. Schritt: In der 2. Zeile der 2. Spalte steht -1. 

Um 0 an dieser Stelle zu erhalten, addieren wir die 1. und die 2. Zeile. 


( 2 ) 


3 0 7 0 


1 0 40 


Wenn der Wert des Elements in der i -ten (i * z) Zeile der Pivotspalte ungleich 
Null ist, dann subtrahieren wir von dieser Zeile ein geeignetes Vielfaches der neuen 
Pivotzeile, damit dieses Element Null wird. 

Wir erreichen unser Ziel a is = 0 (i * z) durch die lineare Umformung: 

K Aeu = KAli - («/, Alt • KAeu fUr alle )• 


Bei uns ist a 32 = 1. 

Um Null an dieser Stelle zu erhalten, subtrahieren wir die 1. Zeile von der 3. Zeile. 


(3) 


-10 3-1-10 


15 
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Den gleichen Algorithmus wenden wir auf die Z-Zeile an. 
( c Pneu = ( c P & it~ 6 ' a y 


-6 


0 


-60 


Somit: 


BV 


x \ 

*2 

*3 

*4 

*5 

*6 

X 1 

bi 


x 2 

(1) 

2 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

10 


4 

(2) 

3 

0 

7 

0 

1 

1 

0 

40 


X 7 

(3) 

-1 

0 

3 

-1 

-1 

0 

1 

15 



Z 

-7 

0 

1 

-4 

-6 

0 

0 

-60 



Die optimale Lösung ist dann erreicht, wenn in der Z-Zeile keine positive Zahl mehr steht. 
Bei uns steht in der Spalte für x 2 der Z-Wert +1. 

Wir wenden daher den gleichen Algorithmus noch einmal an. 


1. Schritt: Wir suchen den größten positiven Koeffizienten in der Z-Zeile. 

Er steht in der Spalte für x y Max ( c .) = c s = ! = c 3 => s =3 
Die 3. Spalte ist Pivotspalte. 

2. Schritt: Wir ermitteln die q- Werte: 

q x : nicht definiert q 2 = 40/7 q 3 - 15/3 = 5 

3. Schritt: Wir suchen den kleinsten Wert q z = Min(^) in der ^-Spalte. 

#3 = 5 => z = 3 

Die 3. Zeile ist Pivotzeile, a 33 = 3 ist Pivotelement. 


Unser Simplextableau hat nun die Form: 


BV 


*t 

x 2 

X 3 

X 4 

*5 

*6 

x i 

b i 

q t 

X 2 

(1) 

2 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

10 

- 

X 6 

(2) 

3 

0 

7 

0 

1 

1 

0 

40 

40/7 

X 1 

(3) 

-1 

0 

3 

-1 

-1 

0 

1 

15 

5 


Z 

-7 

0 

1 

-4 

-6 

0 

0 

-60 



Und noch einmal: 

4. Schritt: Der Wert des Pivotelements ist 3. 


Wir dividieren alle Elemente der Pivotzeile durch 3. 


(3) 

-I 0 

1 —1 —1 0 \ 

5 


3 

3 3 3 
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5. Schritt: a 13 = 0 => Die 1. Zeile wird in das neue Schema übernommen. 


In der 2. Zeile der Pivotspalte steht 7. 

Um 0 an dieser Stelle zu erhalten, bilden wir (2) neü = (2) alt - 7 • (3) neu . 


(2) 

16 

„ 7 10 7 



y 0 

0 - — 1 

3 3 3 

5 



In der Z-Zeile der Pivotspalte steht 1. 

Um 0 an dieser Stelle zu erhalten, subtrahieren wir (3) neu von Z. 



20 

„ 11 17 1 

-65 


Z 

-T ° 

0 -- 0 

3 3 3 



Unser Simplextableau lautet somit: 


BV 



*2 

*3 

*4 

*5 

*6 

X 1 


Qi 

*2 

(1) 

2 

1 

0 

1 

1 

0 

0 

10 

- 

*6 

(2) 

16 

T 

0 

0 

7 

3 

10 

T 

1 

7 

3 

5 


*3 

(3) 

l 

” 3 

0 

1 

1 

"3 

l 

“3 

0 

1 

3 

5 



Z 

20 

3 

0 

0 

11 

"T 

17 

“T 

0 

1 

“3 

-65 



Alle Koeffizienten der Zielfunktion sind 0, das Simplex-Verfahren ist beendet. 

In der Z-Zeile sind die Koeffizienten von x v x 4 , x 5 , x 1 negativ. 

Z nimmt daher seinen maximalen Wert an, wenn man alle diese Koeffizienten Null setzt. 
x t =x A = x 5 =x 7 = 0 
Damit ergibt sich aus Zeile 

(1) x 2 = 10 (2) x 6 = 5 (3)x 3 = 5 

Somit: Z max = 5^ + 6x 2 + x 3 + 2x 4 = 0 + 60+ 5 + 0 = 65 ... 1 

*1=0 *2 = 10 *4 = ° Z max = 65 

Für den Ingenieur, besonders für Betriebstechniker, ist es wichtig, Grundkenntnisse über die lineare 
Optimierung zu haben. 

Die in der Praxis vorkommenden Anwendungen lernt der Schüler im Fachunterricht kennen. Die 
Rechenarbeit führt selbstverständlich ein Computer durch. 


Beachten Sie: In der Z-Zeile der ^-Spalte steht der negative Wert von Z max . Wenn an dieser Stelle eine posi¬ 
tive Zahl steht, dann hat das System keine Lösung. 
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In MATHEMATICA stehen uns die sehr starken Befehle 

ConstrainedMax [Zielfunktion, {Nebenbedingungen}, {Variablen}] und 
ConstrainedMin [Zielfunktion, {Nebenbedingungen}, { Variablen }] 

zur Verfügung. 


Wir rechnen unser Beispiel: 

ConstrainedMax [5x1 + 6x2 + x3 + 2x4, 

{2x1 + x2 + x4 <= 10, 

xl - x2 + 7x3 - x4 <= 30, 

xl + x2 + 3x3 <= 25}, 

{xl, x2, x3, x4}]//N 

{65 . , {xl -> 0, x2 -> 10 . , x3 -> 5 . , x4 -> 0 } } 


AUFGABEN 


21.01 Z=3x^ + 4 x 2 + 10jc 3 = Max 
2x 1 + 3x 2 + 10r 3 300 

x 1 - 2 x 2 + X3 «s 30 
-5x* [ + 8x 2 + 3*3 100 

21.03 Z = 30x 1 + 24 x 2 - 15x 3 = Max 
2x 1 - 3x 2 - 10x 3 =£ 30 
x 1 + 2x 2 + 8 x 3 *£ 30 
5jc 1 H- 1 8jc 2 — 5*3 100 

21.05 Z = 50x, + 70 jc 2 + 20x 3 = Max 
2x- l - x 2 + 12*3 £515 
3x t - 4x 2 + 20 x 3 ^ 25 
*! - x 3 ^3 

JC t + 2*2 £S 10 

5x 1 — 6 jc 3 £2 13 

2x 1 + 3 x 3 ^ 12 

21.07 Z = -2x 1 + x 2 - 10x 3 = Min 
4x 1 - 2x 2 + 2x 3 ss 3 
x 1 + 5x 2 + 15x 3 65 

21.09 Z = 2x^+ x 2 -10x 3 = Min 
4x 1 - 2x 2 + 2*3 3 

3x 1 + 5 x 2 + 15x 3 < 65 


21.02 Z = x 1 - 4r 2 +15 x 3 = Max 
2xj + 3x 2 4- 10x 3 300 

x 1 - 2x 2 + x 3 £2 30 
+ 3x 3 100 

21.04 Z = 8 x t - x 2 + 30x 3 = Max 
2 x 1 — x 2 + 2 x 3 80 

3x a +x 2 + 2x 3 < 120 


21.06 Z = 150x 1 + 70 x 2 + 40x 3 = Max 
2x 1 - x 2 + 12x 3 150 

3x 1 - 4x 2 + 20 x 3 250 
x 1 - x 3 30 

x 1 + 2x 2 100 

5x 1 - 6 X 3 130 

2x 1 + 3x 3 120 

21.08 Z = -2x 1 + x 2 + 10x 3 = Max 
4x 1 - 2 x 2 + 2x 3 s£ 3 
x 1 + 5 x 2 + 5x 3 65 

21.10 Z = + 5x 1 + 6x 2 - 10x 3 = Max 
4x 1 - 2 x 2 + 2x 3 £2 3 
x 1 + 5x 2 + 15x 3 «s 65 




22. Netzplantechnik 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ die Begriffe Netzplantechnik, Netzplan, Pfeil, Knoten, Vorgang, Ereignis und Anordnungsbeziehung 
erklären; 

■ die Begriffe Anfangsereignis eines Vorgangs, Endereignis eines Vorgangs, Weg, Startereignis eines Netz¬ 
plans, Zielereignis eines Netzplans, Vorgänger eines Vorgangs und Nachfolger eines Vorgangs erklären; 

■ die Begriffe frühester Zeitpunkt und spätester Zeitpunkt eines Ereignisses erklären; 

■ die Begriffe frühester Anfangszeitpunkt und frühester Endzeitpunkt eines Vorgangs, spätester Anfangs¬ 
zeitpunkt und spätester Endzeitpunkt eines Vorgangs erklären; 

■ die Begriffe kritischer Weg und kritische Vorgänge und Scheinvorgang erklären; 

■ einfache Netzpläne aufstellen; 

■ Vörgangszeiten berechnen, Zeitpunkte von Ereignissen berechnen; 

■ kritische Wege ermitteln; 

■ den Begriff Gesamtpufferzeit eines Vorgangs erklären; 

■ die Gesamtpufferzeit jedes Vorgangs berechnen. 


Denes König (1884-1945) 

war ein bedeutender ungarischer Mathematiker. 

Er veröffentlichte bereits mit 15 Jahren seine erste Arbeit, promovierte in Göttingen und lehrte dann an der Tech¬ 
nischen Hochschule in Budapest. 

König ist einer der Schöpfer der Graphentheorie, die durch ihn zu einem Zweig der Mathematik wurde. 


22.1 Grundbegriffe 


Unter Netzplantechnik (Abkürzung NPT) versteht man alle Verfahren zur Analyse, Beschrei¬ 
bung, Planung, Steuerung und Überwachung von Abläufen auf der Grundlage der Graphen¬ 
theorie. 

Als Einflußgrößen können Zeit, Kosten, Einsatzmittel, ... berücksichtigt werden. 


Die Netzplantechnik ist ein wirksames Mittel zur Planung und Steuerung von Projekten, z. B.: Bau¬ 
vorhaben, Einführung neuer Produktionssysteme, Montage von Anlagen, Entwicklungsaufgaben. 


Das Grundkonzept der NPT ist einfach: 

Die Durchführung eines Projekts, der Projektablauf, wird in Einzelschritte, Vorgänge genannt, 
zerlegt. 

Die Abhängigkeit der Vorgänge untereinander wird untersucht. 


Die grafische oder tabellarische Darstellung von Abläufen und deren Abhängigkeiten heißt 

Netzplan. 


Die formalen Elemente eines Netzplans sind die Pfeile und die Knoten. 
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Durch Pfeile und Knoten werden die 
funktionalen Elemente eines Netzplans 
dargestellt, die Vorgänge, die Anord¬ 
nungsbeziehungen und die Ereignisse. 


Definition nach DIN: 



Zeiterfordemde Geschehen mit definiertem Anfang und Ende heißen Vorgänge. 

Das Eintreten eines definierten Zustands im Projektablauf heißt Ereignis. 

Quantifizierbare Abhängigkeiten zwischen Ereignissen oder zwischen Vorgängen nennt man 
Anordnungsbeziehungen (AOB). 

Die Gesamtheit der Vorgänge, Ereignisse und Anordnungsbeziehungen bildet den Netzplan. 


Beispiele für Vorgänge: 

Arbeitsvorgänge, Liefervorgänge, behördliche Genehmigungen, ... 

Motor ausbauen, Zylinderkopf zerlegen, ... 

Beispiele für Ereignisse: 

Beginn des Vorgangs „Motor ausbauen“, Abschluß des Vorgangs „Zylinderschleifen“, ... 
Beispiele für Anordnungsbeziehungen: 

„Motor ausbauen“ vor „Zylinderkopf zerlegen“, nach „Lackieren“ 2 Stunden warten. 

Eine weitverbreitete Netzplan-Methode ist CPM (Critical Path Method), die Methode des kriti¬ 
schen Wegs. 

Dieses weitverbreitete Verfahren wurde 1957 von M. R. Walker und J. E. Kelly im Auftrag des che¬ 
mischen Industrieunternehmens „Du Pont de Nemour & Co.“ für die Planung und Überwachung von 
Investitionsvorhaben, Bauvorhaben und von Instandhaltungs- und Reparaturarbeiten entwickelt. 


22.2 Zeitpunkte im CPM-Netzplan 

EINFÜHRENDES BEISPIEL: Netzplan einer Motorüberholung 
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A ... Motor ausbauen 
B ... Zylinderkopf zerlegen 
C ... Ventile einschleifen 
D ... Kopf zusammenbauen 
E ... Kurbelwelle und Kolben ausbauen 
F ... Kurbelwelle schleifen 


G ... Zylinder schleifen 
H ... Pleuellager erneuern 
I ... Kolben ersetzen 
K ... Motorblock zusammenbauen 
L ... Motor einbauen 


Vorgang 

A 

B 

C 

D 

E 

F 

G 

H 

I 

K 

L 

Dauer 1 

4 

1 

3 

2 

2 

1 

6 

1 

5 

6 

8 


Vorgänge werden durch Zuordnungspfeile dargestellt, die die Ereignisse verbinden. Die Länge der 
Zuordnungspfeile ist unabhängig von der Dauer der Vorgänge! 

Jedem Vorgang entspricht genau ein Pfeil, und umgekehrt entspricht jedem Pfeil genau ein Vorgang. 

Jeder Vorgang beginnt mit einem Anfangsereignis und endet mit einem Endereignis. 

Ereignisse im Sinne der Netzplantechnik sind Zeitpunkte, sie verbrauchen keine Zeit und keine 
Produktionsmittel; sie werden im Netzplan als Kreise dargestellt. 


Ein von einem Ereignis ausgehender Vorgang kann erst beginnen, wenn alle zu diesem Ereignis 
führenden Vorgänge bereits beendet sind. 


Zu unserem BEISPIEL: Das Ereignis 7 kann definitionsgemäß erst dann stattfinden, wenn die Vor¬ 
gänge G, H und I (und damit auch die Vorgänge F, E und A) beendet sind. 

Die durch einen Pfeil oder mehrere aufeinanderfolgende Pfeile hergestellte Verbindung zweier 
Ereignisse heißt Weg. 


Jeder Netzplan ist zeitorientiert. 

Ein Ereignis kann erst stattfinden, wenn alle zu ihm führenden Vorgänge beendet sind. 


22.3 Berechnung der Vorgangszeiten 

CPM, die Methode des kritischen Weges, geht von der Voraussetzung aus, daß für einen Vorgang 
eine Zeitangabe, nämlich die Dauer D / ; ., genügt. Es kann daher CPM nur bei solchen Planungen 
angewendet werden, wo diese Voraussetzung erfüllt ist. 

Wenn der Netzplan erstellt ist, also alle logischen und technologischen Zusammenhänge aufgezeigt 
und die Zeiten der Vorgänge festgelegt sind, kann mit der Berechnung begonnen werden. 

Bei CPM stehen die Vorgänge im Mittelpunkt der Betrachtung. Die Berechnung soll eine Tabelle 
liefern, in der alle wichtigen Zeitwerte aller Vorgänge aufscheinen. 


Nummer des 
Anfangs¬ 
knotens 
i 

Nummer 
des End¬ 
knotens 

j 

Vorgangs¬ 

dauer 

D w 

Früh 

Anfangs¬ 

zeitpunkt 

FAZ 

ester 

Endzeit¬ 

punkt 

FEZ 

Spät 

Anfangs¬ 

zeitpunkt 

SAZ 

ester 

Endzeit¬ 

punkt 

SEZ 

Gesamt¬ 

pufferzeit 










1 Als Zeiteinheit sind hier 15 Minuten angenommen. 
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Ausdrücklich sei vermerkt, daß in der Praxis bei größeren Projekten die Termine durch das 
Kalenderdatum und/oder Uhrzeit angegeben werden. 

Wir beschränken uns auf die Angabe der auf einen Nullpunkt bezogenen Zeiteinheiten. 

Die Berechnung der verschiedenen Zeitpunkte erfolgt in zwei Abschnitten, die man Vorwärtsrech¬ 
nung und Rückwärtsrechnung nennt. 


Vorwärtsrechnung 

In der Vorwärtsrechnung werden folgende Größen ermittelt: 

a) Für jedes Ereignis i, beginnend mit dem Startereignis i = l, der früheste Zeitpunkt 
FZ. dieses Ereignisses. 

Das ist jener Zeitpunkt, bei dem alle zum Ereignis i führenden Vorgänge bereits beendet 
sind. 

Da zum Startereignis i = 1 keine Vorgänge führen, kann man FZ ; beliebig wählen. 
Wir setzen FZ ; =0. 

b) Für jeden Vorgang i-j der früheste Anfangszeitpunkt FAZ f . dieses Vorgangs. 

Er ist identisch mit dem frühesten Zeitpunkt seines Anfangsereignisses: 

FAZ i_j = FZ,. 

c) Für jeden Vorgang i-j der früheste Endzeitpunkt FEZ f . dieses Vorgangs. 

Er liegt um die Dauer D. . dieses Vorgangs später als der früheste Anfangszeitpunkt 
FAZ : 

FEZ,._ 7 = FAZ, _j + D ,_j 

Beachten Sie: 

Die Ermittlung von FZ^ gemäß a) bedeutet, daß 

FZ. = max (FEZ / _j) 

ist, wobei i alle Ereignisse durchläuft, von denen Vorgänge zum Ereignis j führen. 


Zu unserem BEISPIEL: 

1. FZ y = 0; FAZ ; _ 2 = 0 

2. 1-2: Aus FAZ 7 _ 2 = 0 und D y _ 2 = 4 folgt FEZ y _ 2 = 4. 
Es ist daher FZ 2 = 4 und somit: 


FAZ 2 _ 5 = FAZ 2 _ 7 = FAZ 2 _ 5 = 4 


i 

j 

D 

FAZ 

FEZ 

SAZ 

SEZ 

1 

2 

4 

0 

4 



2 

3 

1 

4 




2 

5 

2 

4 




2 

7 

5 

4 
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3. Wir verfolgen nun den unteren Weg: 

Aus FAZ 2 3 = 4 und D 23 = 1 folgt FEZ 2 3 = 5. Es ist somit: FZ 3 = 5 und FAZ^ = 5 
Mit D^ = 3 erhalten wir: FEZ^ = FZ^ = 8 Mit D 4 _g = 2 ergibt dies: FEZ 4S = 10 


FZ g können wir noch nicht feststellen, weil zum Ereignis 8 auch andere Wege führen. 


i 

j 

D 

FAZ 

FEZ 

SAZ 

SEZ 

1 

2 

4 

0 

4 



2 

3 

1 

4 

5 



2 

5 

2 

4 




2 

7 

5 

4 




3 

4 

3 

5 

8 



4 

8 

2 

8 

10 




4. Aus FAZ 2 _ 7 = 4 und D 27 = 5 folgt FEZ 27 = 9. 

Der Vorgang 7-8 kann erst beginnen, wenn sowohl 5-7 als auch 6-7 beendet sind. 

5. Aus FAZ 2 5 = 4 und D 2 5 = 2 folgt: FEZ 2 5 = 6 und FZ 5 = 6 

und damit FAZ^ = FAZ 5 7 = 6 

6 . Mit D 5 ^ = 7 ergibt dies: FEZ 5 ^ = 13 Mit D 5 _ 7 = 6 ergibt dies: FEZ 5 7 =12 

7. Wegen FZ 6 = FEZ J _ Ö = 13 und FAZ 6 _ 7 = FZ 6 und D 6 7 =l erhalten wir: FEZ 6 7 =14 

8 . Definitionsgemäß ist: 

FZ 7 = max (FEZ 2 7 , FEZ 5 _ 7 , FEZ 6 _ 7 ) = max (9, 12, 14) = 14 
Es ist somit auch: FAZ 7 5 = 14 

9. Definitionsgemäß ist: FZ S = max (FEZ^, FEZ 7 _^) = max (10, 20) = 20 

10. Für den Zielvorgang 8-9 gilt: FEZ g 9 = FZ 5 + D s 9 = 28 

11. Das Zielereignis 9 kann somit frühestens im Zeitpunkt 28 stattfinden. FZ p = 28 
























22. Netzplantechnik 


267 


Ereignis 

12345 6789 

Früheste Zeitpunkte ¥Z n 

0 4 5 8 6 13 14 20 28 


Beachten Sie: FZ n eines Ereignisses ist gleich der Dauer des zeitlängsten Weges, der vom 
Startpunkt zum Ereignis n führt. 


Rückwärtsrechnung 

In der Rückwärtsrechnung werden folgende Größen ermittelt: 

a) Für jedes Ereignis j, beginnend mit dem Zielereignis jz (in unserem Beispiel ist 
jz = 9 ), der späteste Zeitpunkt SZ dieses Ereignisses. 

Das ist jener späteste Zeitpunkt, bis zu dem mit dem Beginn der von diesem Ereignis ausge¬ 
henden Vorgänge gewartet werden darf, ohne daß der Projektablauf verzögert wird. 

Dabei ist SZ^ = max (FEZ; zu setzen, wobei i alle Ereignisse durchläuft, von 

denen Vorgänge zum Zielereignis jz führen. 

b) Für jeden Vorgang i-j der späteste Endzeitpunkt SEZ._y dieses Vorgangs. 

Er ist identisch mit dem spätesten Zeitpunkt seines Endereignisses: 

SEZ / _j = SZ, 

c) Für jeden Vorgang i-j der späteste Anfangszeitpunkt SAZ . . dieses Vorgangs. 

Er liegt um die Dauer D / _ . dieses Vorgangs früher als der späteste Endzeitpunkt 
SEZ,._.: 

SAZ,.-, = SEZ,._, - D,_, 

Beachten Sie: 

Die Ermittlung von SZ; gemäß a) bedeutet, daß 

SZ; = min (SAZ; ) 

ist, wobei j alle Ereignisse durchläuft, zu denen Vorgänge vom Ereignis i führen. 


Zu unserem BEISPIEL: 

1. Festlegung: SZ 9 = FZ 9 = 28 

Zum Ereignis 9 führt nur der Vorgang 8-9. 

2. Es ist somit: SAZ g _ g = SZ g - D 8 _ g = 28 - 8 = 20 und damit auch SZ 8 = 20 


i 

j 

D 

FAZ 

FEZ 

SAZ 

SEZ 


4 

8 

2 

8 

10 


20 


7 

8 

6 

14 

20 


20 


8 

9 

8 

20 

28 

20 

28 
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3. Es ist: SAZ 7 S = SEZ ? 8 - D 7 ^ = SZ^ - = 20 - 6 = 14 SZ 7 =14 

und SAZ 4 _ 8 = SEZ^ - D 4 _g = SZ 8 - D 4 _g = 20 - 2 = 18 

7 ist das Zielereignis der Vorgänger 2-7, 5-7 und 6-7, daher gilt: 

SEZ 2 _ 7 = SEZ 5 _ 7 = SEZ 6 _ 7 = SZ 7 = 14 


4. Zum Ereignis 4 führt nur der Vorgang 3-4. 

Es ist somit: SAZ ? ^ = SEZ^ - = SZ 4 - = 18-3 = 15 SZ 7 = SAZ^ =15 

Es ist somit: SEZ 2 i = 15 und wegen D 2 i = 1, daher SAZ 2 J = 14 

5. Aus SZ 7 = SEZ 2 7 = SEZ J 7 = SEZ 6 _ 7 =14 und D 2 7 = 5, D 5 7 = 6 , D 6 7 = 1 folgt: 
SAZ 2 _ 7 = 9, SAZ 5 _ 7 = 8 , SAZ 6 _ 7 = 13 

Es ist somit: SZ 6 = 13 


6 . Es ist SAZ 5 _ 6 = SZ 6 - D 5 6 = 13-7 = 6 . 

Leicht ist zu erkennen: SZ 5 = min (SAZ^, SAZ 5 7 ) = min ( 6 , 8 ) = 6 SZ 5 = 6 


7. Aus SZ 5 = 6 und D 2 5 = 2 folgt SAZ 2 5 = 4. 

Es ist: SZ 2 = min (SAZ 2 5 , SAZ 2 7 , SAZ 2 i ) = min (4, 9, 14) = 4 SZ 2 = 4 

8 . SAZ / 2 = SZ 2 - D / 2 = 4-4 = 0 


Die Tabelle für unseren Netzplan hat daher (vorläufig!) folgende Gestalt: 


i 

j 

d h 

FAZ 

FEZ 

SAZ 

SEZ 


1 

2 

4 

0 

4 

0 

4 


2 

3 

1 

4 

5 

14 

15 


2 

5 

2 

4 

6 

4 

6 


2 

7 

5 

4 

9 

9 

14 


3 

4 

3 

5 

8 

15 

18 


4 

8 

2 

8 

10 

18 

20 


5 

6 

7 

6 

13 

6 

13 


5 

7 

6 

6 

12 

8 

14 


6 

7 

1 

13 

14 

13 

14 


7 

8 

6 

14 

20 

14 

20 


8 

9 

8 

20 

28 

20 

28 
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22.4 Gesamtpufferzeiten der Vorgänge 


Die größte Zeitspanne, um die man die Lage eines Vorgangs verschieben kann, ohne den End¬ 
termin zu beeinflussen, heißt Gesamtpufferzeit und wird mit GP bezeichnet. 


Wir betrachten folgenden, aus drei Vorgängen bestehenden Netzplan: 



Die Dauer der Vorgänge sei D ] 2 = 4, D 2 _ 3 = 6 und 


D w = 8. 


Wir erkennen sofort, daß die Vorgänge 
FAZ /2 = SAZ } _ 2 = 0 
¥AZ 2 _ 3 = SAZ 2 _ 3 = 4 


1-2 und 2-3 zeitmäßig festliegen: 
FEZ 7 _ 2 = SEZ 7 _ 2 = 4 

fez 23 = sez 23 = 10 


Die frühesten und spätesten Anfangszeitpunkte stimmen jeweils überein, ebenso die frühesten und 
spätesten Endzeitpunkte. 


Der Vorgang 1-3 hat jedoch einen Spielraum von 2 Zeiteinheiten: 

FAZ ;i = 0, SAZ 7 _ 5 = 2 FEZ 7 _ 5 = 8, SEZ 7 _ 3 = 10 

Dieser zeitliche Spielraum heißt Gesamtpufferzeit. Bei uns: GP = 2 


Vorgänge, die sich nicht verschieben lassen, ohne daß das Projektende verzögert wird, heißen 

kritische Vorgänge. 

Die Folge aller kritischen Vorgänge heißt kritischer Weg. 


Der kritische Weg führt über Ereignisse, bei denen FZ = SZ ist. 

Der kritische Weg ist der längste Weg in einem Netzplan, der vom Startereignis zum Zielereignis 
führt. 

Jeder Netzplan hat mindestens einen kritischen Weg, der mit dem Startknoten beginnt und mit 
dem Zielknoten endet. 


Im obigen Beispiel lautet der kritische Weg 1-2-3. 
Allgemein gilt: 


GP. . 

= SAZ . - FAZ. 

oder 

GP. . 

= SEZ. - FEZ. . 

i-j 

i-j i-j 


i-j 

t-j 1 ~J 
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1. Zu unserem einführenden BEISPIEL (Seite 263): 

Die kritischen Vorgänge sind definitionsgemäß jene Vorgänge, die sich nicht verschieben 
lassen, ohne das Projektende zu verzögern. 

Die Gesamtpufferzeit jedes kritischen Vorgangs ist daher Null. Wir können uns nun auf die 
Untersuchung der nichtkritischen Vorgänge beschränken. 

Vorgang 2-3: 

Dieser Vorgang kann frühestens in der Zeit von 4 bis 5 und spätestens in der Zeit von 14 bis 15 
stattfinden. Die Gesamtpufferzeit dieses Vorgangs ist daher 10. 

Weiters gilt: 

Vorgang 3^4: GP^ = 10 Vorgang 4-8: GP^ = 10 

Vorgang 2-7: GP 2 7 = 5 Vorgang 5-7: GP J7 = 2 

In der Netzplantabelle unseres einführenden Beispiels tragen wir noch die Gesamtpufiferzeiten 
ein und kennzeichnen die kritischen Vorgänge durch ein K: 


i 

j 

D 

FAZ 

FEZ 

SAZ 

SEZ 

GP 


1 

2 

4 

0 

4 

0 

4 

0 

K 

2 

3 

1 

4 

5 

14 

15 

10 


2 

5 

2 

4 

6 

4 

6 

0 

K 

2 

7 

5 

4 

9 

9 

14 

5 


3 

4 

3 

5 

8 

15 

18 

10 


4 

8 

2 

8 

10 

18 

20 

10 


5 

6 

7 

6 

13 

6 

13 

0 

K 

5 

7 

6 

6 

12 

8 

14 

2 


6 

7 

1 

13 

14 

13 

14 

0 

K 

7 

8 

6 

14 

20 

14 

20 

0 

K 

8 

9 

8 

20 

28 

20 

28 

0 

K 


In den Netzplan selbst tragen wir die frühesten und spätesten Zeitpunkte der einzelnen Ereig¬ 
nisse ein und heben den kritischen Weg 1-2-5-6-7-8-9 hervor: 
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2. Wir berechnen nun die Pufferzeiten eines Netzplans, in dem auch ein Scheinvorgang, also ein 
Vorgang mit der Dauer 0, auftritt. Es ist dann: FAZ = FEZ^.; SAZ ._j = SEZ. 



Schrittweise Lösung: 

Der Scheinvorgang 2-3 wird wie ein Vorgang mit der Dauer 0 behandelt. 



Nun berechnen wir die Gesamtpufferzeiten. 

Die Gesamtpufferzeit jedes kritischen Vorgangs ist 0. Wir tragen dies in die Tabelle ein. 
Die Gesamtpufferzeit eines Vorgangs ist GP / . = SAZ / . - FAZ / _ .. 


Somit gilt: GP 7 _ 5 = 5 GP 2 _ 5 = 4 G? 3 _ 5 = 4 GP 4 6 = 9 G? 5 _ 7 =G? 7 _ 8 = 5 


i 

j 

D 

FAZ 

FEZ 

SAZ 

SEZ 

GP 


1 

2 

4 

0 

4 

0 

4 

0 

K 

1 

3 

3 

0 

3 

5 

8 

5 


2 

3 

0 

4 

4 

8 

8 

4 


2 

4 

3 

4 

7 

4 

7 

0 

K 

3 

5 

6 

4 

10 

8 

14 

4 


4 

5 

7 

7 

14 

7 

14 

0 

K 

4 

6 

4 

7 

11 

16 

20 

9 


5 

6 

6 

14 

20 

14 

20 

0 

K 

5 

7 

3 

14 

17 

19 

22 

5 


6 

8 

5 

20 

25 

20 

25 

0 

K 

7 

8 

3 

17 

20 

22 

25 

5 


8 

9 

4 

25 

29 

25 

29 

0 

K 
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AUFGABEN 

Berechnen Sie jeweils FAZ, FEZ, SAZ, SEZ, FZ, SZ und die Gesamtpufferzeit aller Vorgänge. 

Schreiben Sie die FZ und SZ in die hiezu vorgesehenen Kästchen und zeichnen Sie den kriti¬ 
schen Weg rot ein. 

22.01 a) b) 



22.02 
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22.03 



22.04 



22.05 
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In Österreich wurde die Netzplantechnik 1963 durch die Baufirma RELLA und durch die VÖEST 
eingeführt und dann von Bund und Ländern als Steuerungsmittel übernommen. 

In den Jahren 1981-1986 wurden zum Beispiel von der VÖEST-ALPINE AG Projekte im Wert von 
über 11 Mrd. DM mittels Netzplan koordiniert. 

Die Netzplantechnik wurde 1965 an der Abteilung für Betriebstechnik des TGM in den Unterricht 
aufgenommen (vgl. Julius Schärf, Mathematik, Band 1, Heft 3, Oldenbourg Wien 1971). 

Im Fachgebiet „Netzplantechnik“ läßt sich die Arbeitsmethode an HTL deutlich verfolgen. 

Im Gegenstand „Mathematik“ werden die Schüler mit der Grundidee vertraut gemacht. 

Im Gegenstand „EDV“ bzw. im Labor werden entsprechende Programme erstellt. 

Im Gegenstand „Betriebstechnik“ werden die Anwendungen in der Praxis besprochen. 

In diesem Buch haben wir den mathematischen Teil der NPT in den Vordergrund gestellt. 

Im Lösungsheft zu diesem Lehrbuch finden Sie ergänzend ein BASIC- und ein PASCAL-Programm. 
Zur Abrundung Ihres Wissens folgt noch ein kurzer Überblick über das Aufstellen eines Netzplans, 
wobei der Zusammenhang Balkendiagramm - Netzplan aufgezeigt wird. 


22.5 Aufstellen eines CPM-Netzplans 

Um einen Netzplan zeichnen zu können, ist es notwendig, daß der Verlauf der Projektausführung von 
allen Beteiligten genau durchdacht wird. 

1. Zunächst wird der Prozeß in Vorgänge unterteilt. 1 2 

2. Anschließend werden die Abhängigkeiten der Vorgänge untereinander untersucht und festgehal¬ 
ten. Man geht üblicherweise vom Projektende aus und stellt für jeden Vorgang die Fragen: 

a) Welche Vorgänge müssen vor Beginn dieses Vorgangs abgeschlossen sein? 

b) Welche Vorgänge können gleichzeitig mit diesen Vorgängen stattfinden? 

3. Nun kann der Netzplan gezeichnet werden. 

Um das Vorgehen zu erleichtern, soll hier die Darstellung in einem Netzplan der Darstellung in 
einem Balkendiagramm gegenübergestellt werden. ..} 

1 . 


A 



0 1 2 3 4 5 6 7 t 

Darstellung des Vorgangs A im Balken- Darstellung des Vorgangs A in einem Netzplan, 
diagramm. 


1 Bei größeren Projekten wird zuerst ein Grobnetzplan aufgestellt und später verfeinert. 

2 Um leicht neue Vorgänge einfügen zu können, versehen wir in diesem Abschnitt die Knoten nicht mit fort¬ 
laufenden Nummern, sondern mit 10, 20, 30, ... 
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2. Der Vorgang B darf erst nach Beendigung des Vorgangs A begonnen werden! 


A 



0 t! t 2 t 3 t 

3. Die Vorgänge B und C dürfen erst nach Beendigung von A begonnen werden. 




A 







B 

C 



0 

t 

i t 

2 t 

3 1 

4 t 



4. Der Vorgang B beginnt während des Vorgangs A. 



Es bietet sich ein einfacher Ausweg an. Wir teilen A in die Vorgänge A 1 und A T 



Wir haben verein¬ 
bart, daß jeder Vor¬ 
gang mit einem Er¬ 
eignis beginnt und 
mit einem Ereignis 
schließt. 


5. Es seien zwei Vorgänge A und B mit gleichem Beginn und gleichem Ende gegeben. Im Netz¬ 
plan sind dem Zahlenpaar (10, 20) zwei Vorgänge, nämlich A und B, zugeordnet. 



0 U t 2 t 


unzulässige Darstellung 
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Vereinbarung: Zwei Knoten dürfen nur durch einen einzigen Vorgang verbunden werden! 


Um eine eindeutige Darstellung zu erreichen, führen wir neben den Vorgängen und den Ereignissen 
ein neues Grundelement ein, den Scheinvorgang. 


^ Beachten Sie: Scheinvorgänge zeigen Anordnungsbeziehungen auf! 

Scheinvorgänge werden durch strichlierte Pfeile dargestellt. 


Ein Vorgang mit der Dauer 0 heißt Schein vor gang (dummy). 


Das gegebene Balkendiagramm kann durch die folgenden Netzpläne dargestellt werden: 




6. Dem Balkendiagramm 



entsprechen die Netzpläne: 
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sollen die Bedingungen 

Vorgang E darf erst nach Beendigung von B und 
Vorgang H darf erst nach Beendigung von D stattfinden 

eingebaut werden. 


Lösung: 



Durch Einführung der Scheinvorgänge S 1 und S 2 werden die geforderten Bedingungen erfüllt. 

Dieser Netzplan ist im allgemeinen keine richtige Darstellung des angegebenen Prozesses. 

Durch das Einfügen von S l und S 2 wurde eine unzulässige Abhängigkeit festgelegt. Nach 
diesem Netzplan darf nämlich der Vorgang H erst nach Beendigung des Vorgangs B stattfin¬ 
den. Wir müssen daher die Ereignisse Ende 5-, und Anfang S 2 trennen. Dies kann auf fol¬ 
gende Weise geschehen: 

























23. Differenzengleichungen 


Nach dem Durcharbeiten dieses Abschnitts werden Sie folgendes können: 

■ lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung identifizieren; 

■ die Lösung einer linearen Differenzengleichung 1. Ordnung grafisch und in Tabellenform angeben; 

■ lineare Differenzengleichungen 1. Ordnung lösen. 


23.1 Folge und Differenzengleichung 

Wir haben bereits mit Differenzengleichungen gearbeitet. 

BEISPIELE 

1. Die Folge der natürlichen Zahlen kann man auf zwei Arten darstellen: 

a) durch Aufzählung: 0; 1; 2; 3; ... 

b) durch rekursive Darstellung: a k+1 =a k + 1 mit der Anfangsbedingung a 0 = 0. 
Jedes Element kann aus dem vorhergehenden berechnet werden. 

Man bezeichnet a M =a k + 1 (£ = 0,1,2,...) mit der Anfangsbedingung a Q = 0 als 
Differenzengleichung. Die natürlichen Zahlen sind Lösungen dieser Differenzen¬ 
gleichung. 


Man spricht auch von der rekursiven Relation a M =a k + 1. 

2. Die arithmetische Folge a ^ a 2 , ...; a n kann man auch in der Form 
a i~ a i-\ = d i = 2, ..., n schreiben. 

Aus a 2 = a< [ +d 

a 3 = a 2 + d = a ^ + 2d 

folgt: a k = a k-\ + d = a k2 + 2d= ... =a 1 + (k- 1 )d 

Wir bezeichnen a k = a x + (k- \)d k = 2, 3, ..., n als Lösung der Differenzen¬ 
gleichung a i -a i _- [ = d i = 2,..., n 


3. Wir legen ein Kapital K 0 in eine Bank mit p % Zinsen. 

Wir wollen schrittweise berechnen, wie groß unser Kapital nach 1, 2, 3, ..., n Jahren ist. 



r heißt Aufzinsungsfaktor 



usw. 


Wir bezeichnen K { = K 0 r l als Lösung der Differenzengleichung a i + 1 = a i • r 
mit i = 1, ..., n 


Dieses Beispiel ist eine Wachstumsaufgabe. 
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4. Die Folge <1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; ...) ist die Lösung der Differenzengleichung 
a k+2 = a k + a k+\ mit den Anfangsbedingungen a Q = l und a x - 1. 

Sie heißt Fibonacci-Folge. 

5. Die ersten vier Elemente der durch a k+ t = 6 a 1 = - 2 gegebenen Folge sind: 

a 1 =- 2 a 2 = 6 + 5ö 1 =-4 

üt 3 = 6 + 5a 2 = - 14 ö 4 = 6 + 5a 3 = - 64 

<-2; -4; -14; -64; ...) 


6 . 


Differenzengleichungen kommen nicht nur in der Finanzmathematik und in der Biologie zur 
mathematischen Beschreibung dynamischer Systeme (z. B. Biotope) und Prozesse vor, sie 
treten auch in allen technischen Disziplinen auf. 

Ein Beispiel aus dem Maschinenbau ist die Berechnung der Spannungen in einer rotierenden 
Scheibe. 



Die Gleichgewichtsbedingung lautet: 

(x y <r r ) E = (* y <x r ) A + (y tf t ) A - Ax-vco 2 (x 2 y) A -Ax 


Daraus kann man leicht die Radialspannung am Ende des i-ten Elements berechnen: 


( ff r) E = 


(* y CT r ) E 

(* y) E 


Beachten Sie: Wir kennen den Spannungszustand am Anfang des i-ten Elements und können 
daraus den Spannungszustand am Ende dieses Elements berechnen. Dieser Endwert ist der 
Anfangswert für das (i + l)-te Element. 


Fibonacci, eigentlich Leonardo von Pisa (um 1200), 
bedeutender italienischer Mathematiker. 

Er zeigte die Vorteile des dekadischen Stellenwertsystems gegenüber den römischen Zahlzeichen auf, führte be¬ 
reits die negativen Zahlen (als Schulden veranschaulicht) ein und berechnete Näherungswerte für Quadrat- und 
Kubikwurzeln. 
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AUFGABEN 


23.01 Welche der Zahlenfolgen sind Lösungen der jeweiligen Differenzengleichung? 

a H + i +a k = ° (D <5,4,3,2,...) (3) <2,-2, 2,-2,...) 

(2) <6, 6, 6, 6, ...> (4) (-2, 2, -2, 2,...) 


^)^ a k + 2 a k +1 a k~® 


(1) <100,80,90,85,...) 

(2) <6, 4, 2, 2, ...) 


(3) <12,8,10,9,...) 

(4) <2, -10, -4, -7, ...) 


c ) a k + i~ a k = 2 


(1) <-8, -6, -4, -2, ...) (3) <10,12,14,16,...) 

(2) <2,4,8,16,...) (4) <0, 2, 4, 2, 0, ...) 


23.02 Schreiben Sie die ersten fünf Lösungen der Differenzengleichung an: 

a) a k + i - 3-a k = 4 a^= 2 b) a k + 2 ~ a k + 1 ~ a k = 0 ^ = 1 fl 2 = 2 

c) 2a k + 1 ~a k = 0 a x = 64 d)^ + 1 -^ = 7,5 ^=7,5 


23.03 Geben Sie an, ob der Sonderfall einer steigenden, fallenden, konstanten oder alternierenden 
Folge vorliegt. 


a) a k + i~ 3 ’ a k = 4 
^ a k + \~ a k 
c > «* + i = (-!)•«* 
^ a k + 2~ a k + \~ a k 


(1) ö 0 = - 2 

( 1 ) ö 0 =0 

( 1 ) ö 0 = 0 

(1) a Q = 1; a t =-2 


(2) ö 0 < -2 

( 2 ) « 0 >0 

(2) a Q >0 

( 2 ) = - 2 ; a A = 1 


(3) > -2 

(3) ß 0 < 0 
(3) ö 0 <0 


23.2 Einteilung der Differenzengleichungen 

Wir beschränken uns auf Differenzengleichungen in einer Variablen. 

Eine Differenzengleichung kann linear oder nichtlinear sein. 

Eine Differenzengleichung heißt linear, wenn sie in der Form 

f 0 (n) -x(n + s) +/ 1 (n) -x(n + s-l) + ... +f s (n)-x(n) = g(n) 
geschrieben werden kann. ... 1 

s heißt die Ordnung der obigen Differenzengleichung. 
g ( n ) heißt Störfunktion. 

Ist g (n) = 0 für alle n, so spricht man von einer homogenen Differenzengleichung, 
andernfalls von einer inhomogenen Differenzengleichung. 

Sind alle f^n) konstant (z. B. 4 a n+2 - 3<z n+1 - 5 a n = 0), dann spricht man von einer 

Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten. 


Man schreibt auch f 0 (n)x n+s + f^Ji)x r 
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V* n+ 1 = 10 

ist keine lineare Differenzengleichung. 

2 i 

" *„-2+ " •*„-!=- 
n 

ist keine lineare Differenzengleichung. 

2 1 
» X n-2 + n ' X n-1=- 

ist eine lineare Differenzengleichung. 

x — x — 2 e” 

X n + 1 

ist eine lineare Differenzengleichung. 

M n ^ X n+l + f\^ X n = S(n) 

mit f Q (n ) 4= 0 ist eine lineare Differenzengleichung 1. Ordnung. 

Wir dividieren durch f 0 (n ) 

f\ ( n ) g ( n ) 

und erhalten: x„ + ) + /q („) = /„ („) 

/,(») 

Wir setzen _ . . = - a 
/ 0 («) 

1 Und f 0 (n) = b " Underhalten: x n*\= a n' x n + b n 

Jede lineare Differenzengleichung 1. Ordnung läßt sich folgendermaßen schreiben: 

* w + i = 

a n ’ x n + b n bzw. x(n + !) = a(n) -x(ri) + b(ri) 


AUFGABEN 


23.04 Welche der Differenzengleichungen ist linear? 

Welche der Differenzengleichungen hat konstante Koeffizienten? 


a) x n + 1 - 2 • x n = 1 

c) x n + 2~ 2 ' x n+1 ~ X n = ^ 

e) -"-n + 2 _ 2 ' + 1 ' ” = " 2 
2 1 
g)«-*„_2 + " ‘ X n-2 = 2 '~ 


b )*„ + 1 +*» = e " 

d) x n + 2 —2 ' J: n = --TT 

X n - 1 ^ 1 

f) x„_, + sin*„ = 1 

h) x n • x n l + b = n b ... konst. 


23.05 Bestimmen Sie die Ordnung der linearen Differenzengleichungen: 


a ) x n + l +2 ' x n-1 = ^ 

C) n-X n _ 2 + n2 ' X n-3 = ^ 
e ) X n + 2 = X n 


^ X n+4 +2 ' X n-l ~ 

d) x n + x n _ , = 0 

0 X n _i + 11 = 0 
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23.3 Differenzengleichungen und Differentialgleichungen 

BEISPIELE 

1. Die inhomogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten und 

y'(t)-y(t) = d 

mit der Anfangsbedingung y (0) = ;y 0 hat als Lösung die Funktion 
> ; (0 = 0 ; o + ^)e r ~d (t e IR) 

In analoger Weise bezeichnet man die Gleichung jc n+1 - x n = d, für die man auch 
x(n + 1) -x(n) = d schreibt, als inhomogene lineare Differenzengleichung 1. Ordnung 
mit konstanten Koeffizienten. 

Sie hat, mit der Anfangsbedingung x(0) = x 0 , 
wegen = jc 0 + d wir schreiben auch: jc( 1) = x(0) + d 
x 2 = x 0 + 2d x(2) = jc(1) + d 

x 3 =x Q + 3d x(3) = x(2 ) + d 

als Lösung die Zahlenfolge x n = x 0 + nd («e Z). 

In unserem Fall ist dies eine arithmetische Zahlenfolge (n kann auch negativ sein!). 

Man kann auch Argumente statt der Indizes schreiben; die Lösung der Differenzen¬ 
gleichung x(n + 1) - x{n) = d lautet dann 

x(n) = jc(0) + n d (neZ) 


2. Die homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

y'(t)-qy(t) = 0 

mit der Anfangsbedingung y (0) = y 0 hat als Lösung die Funktion 

y(t)=y 0 e qt (feR) 

Die homogene lineare Differenzengleichung mit konstanten Koeffizienten 

*n+l ~1 x n = 0 

und mit der Anfangsbedingnung x (0) = x Q , 
hat wegen x, = x 0 q 
x 2 = x 0 q 2 
x 3 =x 0 q 3 

als Lösung die Zahlenfolge x n = x 0 q n (neZ). 

(In unserem Beispiel ist das eine geometrische Zahlenfolge.) 

In Argumentschreib weise: Die Lösung der Differenzengleichung x(n + 1) - qx{ri) = 0 
lautet 


x(n) =x(0) • q n (neZ 
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3. Die inhomogene lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten 

x n + 2- X n + l~ X n = 0 

und mit den Anfangsbedingungen x 0 = 1, x, = 1 hat wegen 

x 2 = x 0 + x 1 = 2 
x 3 = x 1 +x 2 = 3 
x 4 = x 2 + x 3 = 5 

als Lösung die sogenannte Fibonacci-Folge: 

<1; 1; 2; 3; 5; 8; 13; 21;...) 

Ab dem 3. Glied ist jedes Glied gleich der Summe der beiden vorhergehenden Glieder. 

Beachten Sie: Bei einer Differenzengleichung zweiter Ordnung sind wie bei einer Differen¬ 
tialgleichung zweiter Ordnung zwei Anfangsbedingungen zur Festlegung einer speziellen 
Lösung notwendig. 


4. Die inhomogene lineare Differenzengleichung 1. Ordnung 

n * n + i -(" +i )^„=« 2 
hat keine konstanten Koeffizienten. 

/ 7 23 

Mit der Anfangsbedingung ^ = 0 erhalten wir die Zahlenfolge (0; 1; —; —; ... 


23.4 Lösen von Differenzengleichungen erster Ordnung 


BEISPIELE 

1. Die Differenzengleichung x n = a • x w l ist zu lösen 1 . 
x 1 =a-x o 
x 2 = a • jtj = a 2 • x 0 
3 

x 3 = a • x 2 = a • jc 0 

x n = a n • x 0 Mit der Anfangsbedingung x 0 = 1120 erhalten wir x n = 1120 a n 


Wir zeichnen eine spezielle Lösung für a = 1,15 


x n = 1120 • 1,15" 


2200 


n 





2000 

0 

1120 


1 

1288 

1800 

2 

1481 

x n 

3 

1703 

1600 

4 

1959 


5 

2253 

1400 


1200 


Siehe Beispiel 1 von Seite 290. 













284 


23. Differenzengleichungen 


2 . 


*„+i = °-95 \ + 0.1 
x x = 0,95 jc 0 + 0,1 

X 2 = 0,95 (0,95 X 0 + 0,1) + 0,1 = 0.95 2 x 0 + 0,1 (0,95 + 1) 
x 3 = 0,95 (0,95 2 x 0 + 0,1 (0,95 +1) + 0,1 
= 0,95 3 x 0 + 0,1 (0,95 2 + 0,95 +1) 


Leicht ist zu erkennen: 


x n = 0,95” x Q + 0,1 


1-0,95" 

1-0,95 


Diese explizite Darstellung von x n ist die allgemeine Lösung der Differenzengleichung 
*„+i = °’95 x„ + 0,1 

Für jc 0 = 0 erhalten wir die spezielle Lösung 2 F 


x = 0,1 


1-0,95" 


1 - 0,95 
= 2 (1 — 0,95") 

Wir zeichnen diese Funktion mit MATHEMATICA. 

f = Table [ {n, 2 (1 - 0.95*n)}, 
{n, 0, 150, 10} ] ; 
ListPlot[f, Frame -> True]; 



0 20 40 60 80 100 120 140 


3. Die Differenzengleichung x n = x n _\ + b n ist zu lösen 1 . 

*1 = *0 + Mit der Anfangsbedingung x Q = 18000 

x 2 = x- l + b 2 erhalten wir x n = l 8000 + ^ b k 

. _ k = 1 

x n = x n l + b n Mit b n = 500 • 1,2” _1 erhalten wir die spezielle Lösung 

1 , 2"-1 

r n = 18000+ 500 - 

X n = X 0 + I b k X n = 15500 + 2500 • 1 ’ 2 ” 

k= 1 


n 

X 


n 

30000 

0 

18000 

28000 

1 

18500 


2 

19100 

26000 

3 

19820 

Xn 24000 

4 

20684 

5 

21721 

22000 

6 

22965 

20000 

7 

24458 

8 

26250 

18000 

9 

28400 


10 

30979 



Siehe Beispiel 2 von Seite 290. 
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AUFGABEN 

Geben Sie die ersten 5 Lösungen der folgenden Differenzengleichungen an. 


23.06 X n = 

2x n- 1+ 5 

x o = 3 

23.07 jc n+1 

= 3 x n +3 n 

O 

II 

23.08 x n+1 

= 0,72*,, +2" 

x o = 3 

23.09 

= 3y„ - 0,42 

o 

1 

II 

23.10 3 a n 

= 5«„ +1 +3" 

<2 0 = - 0,3 

23.11 r n+2 

= -3'-„ +1 + 5-2" 

r 0 = 2 


23.5 Homogene lineare Differenzengleichungen zweiter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten 


Jede Differenzengleichung f Q • x n+s +/j • je a + ... +f • x = 0 hat Lösungen der Art 
x n = A", wobei A eine feste reelle Zahl ist. 

Um x n+2 + a \ x n+\ +a 2 x n = ® zu lösen machen wir den Ansatz 


Wir setzen in die Differenzengleichung ein und erhalten die charakteristische Gleichung 
A 2 + öj A + ß 2 = 0 

a \ 

Die Wurzeln der charakteristischen Gleichung sind A 1 2 = - — ± 


1. Fall: Aj 4= A 2 , A 1 ,A 2 reell 

Allgemeine Lösung: x n = C x • A^ + C 2 • A 2 ” 

2. Fall: A 1= A 2 = A = -y 

Allgemeine Lösung: jc n = C 1 • A n + C 2 • n • A n 

3. Fall: A 1 und A 2 sind konjugiert komplex A 12 = x - + ja) 

]/ ö 2 

Wir setzen r= \ k + co tan q>= — 

K 

Allgemeine Lösung: x n = r n (C 1 • cos n • (p + C 2 • sin n q>) 
BEISPIELE 

1. x„ - 3 • x.. + 2 jc„ = 0 ist zu lösen. 

ZZ + Z ZZ+ 1 ZZ 

Ansatz: Jt n = A” charakteristische Gleichung: A 2 -3 • A + 2 = 0 
Aj = 1 A 2 = 2 allgemeine Lösung: x n = C x + C 2 - 2 n 

2. x n+ 2 -4 ‘ x «+i + 4* fl = 0 ist zu lösen. 

Ansatz: = A” charakteristische Gleichung: A 2 -4-A + 4 = 0 

A 1 = A 2 = 2 allgemeine Lösung: x n = (C 1 + C 2 • n) 2 n 


1 Lesen Sie weiter: Abschnitt 18 (Seite 203). 
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3. 


4. 


X n + 2- x n+l +x n = ° ist ZU lösen. 

Ansatz: x n = A” charakteristische Gleichung: A 2 - A +1 = 0 

i.. f? i f7 _ ji 


^1.2= 2 ±J 2 


allgemeine Lösung: 


r = 1 


<P = - 


x w = Cj • cos n - + C 2 


+ C, • sin n — 


Ansatz: x n = A" charakteristische Gleichung: A 2 + A + 1 = 0 

i f? i 

^i_2 = - 2 “2“ =* *" = _ 2 <8= ~2~ =* r=1 v = 

An den Vorzeichen von k und w sehen Sie, daß k + j co im 2. Quadranten liegt. 

_ . 271 

Somit gilt: (p = — 


n , 27t 

- - oder q> = — 


allgemeine Lösung: 


27t 


x n = C- l - cos n + C 2 • sin n — 


2k 


AUFGABEN 

Ermitteln Sie jeweils die allgemeine Lösung von: 

23.12 a k+2 -5a k+1 +6a k = 0 23.13 x n+2 + 6x n+1 + 9x n = 0 

2314 y i+ 2 - 2 y i+ i + 9 >’ i = 0 2315 2 - «» + i - 2 °z „= 0 

23.6 Lösen von Differenzengleichungen mit DERIVE und 
MATHEMATICA 

In DERIVE steht uns für dieses Problem die Hilfsdatei RECUREQN. MTH zur Verfügung. 

Die Funktion LIN1_DIFFERENCE ( p, q, x, xO, yO ) 

löst die Gleichung y (x + 1) = p (x) • y (x) + q (x) 

Die Funktion RECURRENCEl (r, x, y, xO, yO, n) 

liefert mit Simplify (oder approX) den Vektor 

[[xO, yO], [xO + 1, y(xO + l)], ... [xö+n, y[xO + n)]] 

als Lösung der Differenzengleichung y (x +1) = r (x, y (x)) 

Die Funktion LIN2_CCF(p / q, r, x, c 1, c2) 

liefert die allgemeine Lösung für die lineare Differenzengleichung zweiter Ordnung mit 
konstanten Koeffizienten 

y (x + 2) + p • y (x + 1) + q • y (x) = r(x) 
in Abhängigkeit von der Integrationskonstanten C { und C 2 . 

Die Funktion LIN2_CCF_BV ( p, q, r, x, xO, yO, x2 , y2) 

liefert eine spezielle Lösung der obigen Differenzengleichung mit den Anfangsbedingungen 

y(V = > ; o und y( x 2> = yr 
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BEISPIELE 1-3 von 23.4 (Seite 283 f.) und 1-3 von 23.5 (Seite 285 f.) 


!• x n = a ' x n- 1 *o= 1120 

LIN1JDIFFERENCE(a, 0, n, 0, 1120) 1120 • a n 

RECURRENCEl(1.15 . X, n, X, 0, 1120, 5) 

0 1 2 3 4 5 

1120 1288 1481.2 1703.38 1958.88 2252.71 


LINl_DIFFERENCE(0.95, 

0.1, n, 0, 0) 


2 1 - 2 • n . gFLOOR(n) • 

(2 • LN(2) - LN(19/5) ) . 

'Hg 

i __i 

i 

21 _2 ■ [¥]” 

RECURRENCEl(0.95 . x 

+ 0.1, n, x, 0, 0, 150) 


[[0, 0], [1, 0.1], [2 

, 0.195], [3, 0.28525], . 

. .] 


3. x n = x n -i+b n b n = 5 00-l^" 1 * 0 = 18000 


LIN1_DIFFERENCE(1, 500 . 1.2 n , n, 0, 18000) 

2 2 . 5 4 . £ - FLOOR(n) • LN(5/6) + 1550 o 

RECURRENCEl (x + 500 . 1.2 n , n, x, 0, 18000, 10) 

0 1 2 3 4 5 6 

18000 18500 19100 19820 20684 21720.8 22964.9 


4. 

X n + 2- 3x n-l +2x n = ° 




LIN2_CCF(-3, 2, 0, n, cl, c2) 

2 n ■ 

• cl + c2 


X n + 2~ 4x n + l +4x n = ° 


LIN2_CCF(-4, 4, 0, n, cl, c2) 


2 n • (cl + c2 • n) 


LIN2_CCF(-1, 1, 0, n, cl, c2) 

rrc • n"l „ • n~| 

c2 • COS — + cl • SIN —J 


6. 
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23. Differenzengleichungen 


Wir können Differenzengleichungen mit Hilfe von DERIVE oder MATHEMATICA auch ohne 
Verwendung der Hilfsdatei RECUREQN. MTH lösen. 

Differenzengleichungen sind eine rekursive Darstellung von Folgen, also von Funktionen. 

Eine Rekursion liegt vor, wenn sich eine Funktion selbst aufruft. 

Anhand der Berechnung von n\ zeigen wir das Prinzip der Rekursion. 

Es gilt bekanntlich: 0! = 1 1! = 1 n\ = n • {n - 1)! für n > 2 

DERIVE: FAK(n) := IF(n = 0, 1, n . FAK(n - 1)) 

MATHEMATICA: fak[n_] := n . fak[n-l] 


fak[0] = 1 


BEISPIELE 

7. x n = l£x n _i -400 1,1" -1 jc q = 950 ist mit DERIVE zu lösen. 

X (n) := IF (n = 0, 950, 1.5 . X(n - 1) - 400 . 1. l n “ 1 ) 
VECTOR([n, X(n)], n, 0, 7) 

[012 3 4 5 6 7 

950 1025 1097.5 1162.25 1210.97 1230.82 1202.03 1094.42 



= 1070 ist mit MATHEMATICA zu lösen. 


x [n_] := (1 + (36-n) /100) x[n-l] - 400 0.95 A (n-l) 
x[0] = 1070; 

f = Table [ (n, x[n]}, {n, 0, 10}]//N 
ListPlot[f, AxesLabel -> {"n", "x[n]"}, 

PlotStyle -> PointSize[0.015]] ; 

{{0, 1070.}, {1., 1044.5}, {2., 1019.63}, (3., 995.108}, 
{4., 970.592}, {5., 945.674}, {6., 919.863}, {7., 892.587}, 
{8., 863.176}, {9., 830.866}, {10., 794.791}} 


1050 


1000 


950 


♦ 


X r 


900 


850 


800 


0 


2 


4 


6 


8 


10 


n 
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23.7 Wachstum von Populationen 

Unter Population versteht man in der Biologie eine Anzahl von Individuen tierischer oder pflanz¬ 
licher Art, zwischen denen räumliche und/oder zeitliche Unterschiede bestehen. 

In der Biologie und in der Landwirtschaft werden sowohl Wechselwirkungen zwischen verschiede¬ 
nen Populationen als auch zwischen einer Population und ihrer unbelebten Umwelt untersucht. 

Das Wachstum ist ein kontinuierlicher Prozeß, der u. a. von der Zeit t (t e IR) abhängt und der mit 
Differentialgleichungen beschrieben werden kann. 

Oft ist es vorteilhaft, die Zeit als diskrete Variable (t e N) zu betrachten. In diesem Fall benützt man 
Differenzengleichungen anstelle von Differentialgleichungen. 

Wir beschränken uns auf die einfachsten Wachstumsmodelle, die mit linearen Differenzengleichun¬ 
gen 1. Ordnung zu lösen sind. 

Modelle dienen zur Beschreibung der Wirklichkeit. Sie sind von ihr verschieden, sie idealisieren 
und vernachlässigen. 

Analoge Modelle werden auch in der Wirtschaftsmathematik verwendet. 

Wir verwenden folgende Bezeichnungen: 

x n Populationsgröße nach n Jahren 
x 1 Populationsgröße nach n - 1 Jahren 


(1) Lineares Wachstumsmodell: x n - x n _ 1 = b b = konst. 
Lösung: x n = x Q + n - b 


Es liegt eine arithmetische Folge mit dem Anfangsglied x 0 und der Differenz b vor. 

(2) Geometrisches Wachstumsmodell: x n - x n _ t = p • x n _ 1 
1 +p = a Wachstumsfaktor x n = a • x n _ 1 

Lösung: x n -x Q ' a n 

Es liegt eine geometrische Folge mit dem Anfangsglied x Q und dem Quotienten a vor. 

Die Modelle (1) und (2) gelten beim Wachstum von Populationen, wenn überhaupt, nur unter idealen 
Wachstumsbedingungen und nur über kleine Zeitspannen. 

(3) Verallgemeinertes Wachstumsmodell I: 

x n - x n _ 1 = p • x n _ j + (Zu- oder Abwanderung) 

Lösung: x n = ax n _ 1 + b a,b = konst. 


(4) Verallgemeinertes Wachstumsmodell II: 

x n - x n _ 1 = p (n) ■ x n _ 1 + (von n abhängige Zu- oder Abwanderung) 
Lösung: x n -a n x n - [ + b n mit 1 +p(n) = a ( n ) 
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BEISPIELE 1 

1. Eine Population von blauen Walen wächst jedes Jahr um 15 %. Die derzeitige Anzahl beträgt 
1120 Stück. 

*» = «•* 1.-1 

x n = 1,15 • jc w _ i jt 0 = 1120 

(siehe Seite 283, Beispiel 1) 


2. Gehalts Verhandlungen bringen folgendes Ergebnis: 

Anfangsgehalt öS 18.000,- und ein jährlicher Steigerungsbetrag, der nach einem Jahr 
öS 500,- beträgt und dann jährlich um 20 % wächst. (Im zweiten Jahr beträgt das Gehalt 
öS 18.500,-, im dritten Jahr öS 19.100,-, im vierten Jahr öS 19.820,- usw.) 


+ 500-1,2"-’ *„ = 18000 


(siehe Seite 284, Beispiel 3) 


3. Der jährliche Zuwachs der Holzmenge eines Schlages von 10.000 m 3 beträgt 2,56 %. 
Die jährliche Schlägerungsrate beträgt 500 m 3 . 

X n = a ' X n-\ +b 

X n = 1,0256•*„_, -500 *„ = 10000 


Wir rechnen: 
jc 0 = 10000 

x 1 = 10256 - 500 = 9756 
x, = 1,0256 • 9756 - 500 = 9506 
jc 3 = 1,0256 • 9506 - 500 = 9249 


Lösung allgemein: 

x^ = a- x 0 + b 

x 2 = a 2 ■ x 0 + a- b + b 

x 3 = a 3 • x Q + a 2 • b + a-b + b 

x n = a n • x Q + X ak ~ 1 ' b 
k = 1 


n 

X n 

0 

10000 

1 

9756 

2 

9506 

3 

9249 

4 

8986 

5 

8716 

6 

8439 


10000 
9750 
9500 
x n 9250 
9000 
8750 
8500 

0 1 2 3 4 5 6 



n 


In diesen Beispielen steht das Finden des Ansatzes im Vordergrund. 
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Eine Fischpopulation besteht aus 950 Stück und hat eine jährliche Wachstumsrate von 50 %. 
Die jährlichen Fangzahlen wachsen um 10 %, ausgehend von 400 Stück im 1. Jahr (440 im 
2. Jahr, 484 im 3. Jahr usw.). 

X n =a ' X n-t +b „ 

1 «- 1 


x„ = 1,5 • x„ 


- 400 • 1,1” 


A o 


= 950 


(siehe Seite 288, Beispiel 7) 


n 

X 



• 


n 

1200 


# ♦ 

0 

950 

1150 


♦ 

1 

1025 

1100 

• 

♦ 

2 

1098 

x n 1050 



3 

1162 


• 


4 

1211 

1000 



5 

1231 

950 

♦ 


6 

1202 

900 



7 

1094 



_._._ . _ ♦ 

8 

862 


0 2 

4 6 8 


Das Leben im Boden bewirkt eine jährliche Zunahme der Nährstoffkonzentration, die sich 
von Jahr zu Jahr ausgehend von 35 % um 1 % reduziert (die Humusbildung läßt nach). Durch 
Anbau von Getreide werden dem Boden Nährstoffe entzogen. Wird nicht gedüngt, reduziert 
sich dieser Entzug ausgehend von 400 Einheiten jährlich um 5 % (die Erträge werden gerin¬ 
ger). Wie entwickeln sich die Nährstoffmengen in den nächsten Jahren, wenn 
a) 1070 ME bei absoluter Abnahme um 1 % b) 1025 ME bei relativer Abnahme um 1 % 
im Boden zur Verfügung stehen? (ME = Mengeneinheit) 

x n = a n' x n-\ +b n 

a) *» = ( 1 + w)*»-i- 400 0 ’ 95 ' , ~ 1 *o =107 ° 

Die Lösung dieser Gleichung und den Graphen finden Sie auf Seite 288, Beispiel 8. 

b) x n = (1 + 0,35 • 0,99 n ~*) • x n _, - 400 • 0,95” ~ 1 jc q =1025 


MATHEMATICA 


x [n_] := (1 + 0.35 0.99 A (n-l)) x[n-l] - 400 0.95 A (n-l) 

x [0] = 1025; 

f = Table [ {n, x[n]}, (n, 0, 10}] 

ListPlot[f, AxesLabel -> ("n", "x[n]"} # 

PlotStyle -> PointSize[0.015]]; 


n 

X n 


i-’.' - - 



1000 


0 

1025 

950 


1 

984 



2 

945 

900 


3 

908 

x n 

850 


4 

873 



5 

841 

800 


6 

811 

750 

• 

7 

784 

» 

8 

761 


0 2 4 6 8 10 

9 

741 


n 

10 

726 
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23. Differenzengleichungen 


AUFGABEN 

23.16 Unter einer Bevölkerung leidet eine gewisse Anzahl von Personen an einer bestimmten 
Krankheit. Jedes Jahr gab es 1000 neue Krankheitsfälle. Die Hälfte der jeweils vorhandenen 
Krankheitsfälle wurde geheilt. Ende 1970 gab es 1200 Krankheitsfälle. 

Fertigen Sie eine Tabelle für die Jahre 1970-1980 an. 

23.17 Geben Sie für die lineare Differenzengleichung x n ~ x n -\ = 0,25 x n _ t mit x Q = 1000 
eine Wertetabelle mit n- 0,1, 2, 3, ..., 9,10 an. 

23.18 Geben Sie für die lineare Differenzengleichung x n = 0,5 x nl +1000 mit x 0 = 1200 
eine Wertetabelle mit n = 0,1, 2, 3, ..., 7, 8 an. 

23.19 Die Gewichtszunahme beträgt bei einer bestimmten Tierhaltung 5 % pro Woche. 

Erstellen Sie eine Gewichtstabelle für 10 Wochen, ausgehend vom Gewicht 250 kg. 

23.20 Einem mit 2000 Liter Salzlösung (20 kg Salz im Wasser) gefüllten Tank werden pro Minute 
30 Liter reines Wasser zugeführt, das sich sofort und vollständig mit der Salzlösung ver¬ 
mischt. Gleichzeitig fließen 30 Liter Lösung pro Minute ab. Wie groß ist die im Tank verblei¬ 
bende Salzmenge nach einer Stunde? (Auf Gramm gerundet.) 

23.21 Bei einem Tier, das keine Nahrung zu sich nahm, wurde beobachtet, daß das Gewicht am Ende 
jedes Tages nur noch 99 % des Gewichtes am Beginn des Tages betrug. Zu Beginn hatte das 
Tier 100 kg. Nach wie vielen Tagen hat es weniger als 90 kg? 

23.22 Die Zuwachsrate der Keime in der Kuhmilch, die nicht gekühlt wird, beträgt etwa 1 % pro 
Minute. Nach wie vielen Minuten verdoppelt sich eine Anfangskeimzahl von 24.000/cm 3 ? 

23.23 Lösen Sie die Differenzengleichungen mit dem Anfangs wert x Q = 2. 
a) x n - x n _ 1 = n b) x n - x n _ t = 2 n + 1 

23.24 Eine Population bestimmter Bakterien wächst von einer Anfangsgröße jc q = 1000 derart 
weg, daß der Zuwachs zwischen der {n - l)-ten und der n-ten Stunde 500 • 2 1 ~ n beträgt. 

Wie groß ist die Population nach 10 Stunden? 

23.25 Eine Population von 200 Vögeln wächst jährlich um 20 % und der jährliche Zuwachs infolge 
Zuwanderung beträgt 20 Individuen. 

Nach wie vielen Jahren wird die Anzahl 600 Stück überschritten haben? 

23.26 Der Schweinepreis p. y genügt mit guter Annäherung der linearen Differenzengleichung 
P n = a ’P n -\ + b- Die Preise in drei aufeinanderfolgenden Perioden waren öS 21,58; 
öS 21,11 und öS 21,76. 

Berechnen Sie die voraussichtlichen Preise für die nächsten 3 Perioden. 

23.27 Es wird die Preisentwicklung für einen neu auf den Markt gebrachten Artikel beobachtet: Der 
Einführungspreis ist öS 6,- pro Stück. Aufgrund der großen Nachfrage steigt der Preis in der 
nächsten Verkaufsperiode auf öS 22,- pro Stück. Bei diesem hohen Preis ergibt sich ein Über¬ 
angebot, das zu einem Sinken des Preises auf öS 10,- in der nächsten Periode führt. 

Auf welchen Preis pendelt sich dieser Vorgang voraussichtlich ein? 
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23.28 250 Tiere einer Population sind von einer Krankheit befallen. Die jährliche Zuwachsrate an 
kranken Tieren beträgt 20 %. Im 1. Jahr verenden 40 Tiere, jedes weitere Jahr verenden um 
jeweils 10 % mehr (im 2. Jahr 44, im 3. Jahr 48,4 usw.). 

Erstellen Sie die passende Differenzengleichung. 

23.29 öS 1,200.000 - sind zu 8,5 % jährlich angelegt. Am Ende des 1. Jahres werden öS 80.000- 
behoben. Danach am Ende jedes weiteren Jahres um jeweils 3 % mehr (am Ende des 2. Jahres 
öS 82.400,-, am Ende des 3. Jahres öS 84.872,-). 

Nach wie vielen Jahren bleiben noch öS 100.000,-? 

23.30 Eine Krankheit verbreitet sich in einer Population auf folgende Weise: Die Anzahl der neu¬ 
infizierten Individuen sinkt von 1000 beginnend jedes Jahr um 5 % (im 2. Jahr 950 Neu¬ 
infizierte, im 3. Jahr 902,5 usw.). 

25 % der am Jahresbeginn Infizierten sterben vor Jahresende des 1. Jahres; dieser Prozentsatz 
sinkt in den darauffolgenden Jahren um jeweils 1 % (24 % im 2. Jahr, 23 % im 3. Jahr usw.). 
Wie entwickeln sich die Krankenzahlen in den nächsten 20 Jahren, wenn es zu Beginn 5000 
kranke Individuen gab? 


Ausblick 

Allen vorangegangenen Modellen, so viele Adaptionsmöglichkeiten an reale Situationen sie auch 
bieten, fehlt eine direkte Beeinflussung des Wachstumsfaktors a bzw. a n durch die jeweilige 
Populationsgröße. Betrachtet man zum Beispiel eine Population mit der Anfangsgröße 500 und einer 
jährlichen Zunahme von 40 %, so ergibt sich nach dem geometrischen Wachstumsmodell 
x n - x n _ 1 = p • x n _ 1 mit p = 0,4 und x 0 = 500. 

Selbstverständlich wird eine solche Population, die auf diese Weise wächst, nach und nach die 
Kapazität ihres Lebensraumes erschöpfen, um die betreffende Gattung zu erhalten. 

Ressourcen wie Nahrung und Unterkunft, die im Überfluß vorhanden waren, als die Population bloß 
500 Stück betrug, werden Mangelerscheinungen darstellen, wenn die Population nach 10 Jahren auf 
14463 Stück angestiegen ist. Denn im Konkurrenzkampf der einzelnen Mitglieder um die begrenzten 
Vorräte wird die Geburtenrate niedriger und die Sterberate höher sein als zuvor. 

Die spezifische Wachstumsrate k, die die Geburtenrate abzüglich der Sterberate darstellt, wird 
daher um so kleiner werden, je größer die Population wird. 

Beim geometrischen Wachstum ergibt sich die für alle Jahre gleichbleibende Wachstumsrate k 
folgendermaßen: 

x n = u • x n _ t Geburten am Ende des n- ten Jahres u = konst. 

x n = V‘X nX Todesfälle am Ende des rc-ten Jahres v = konst. 

x n - x n = x n - x n _ 1 = (u - v) • x n _ 1 k = u-v ... Wachstumsrate 

Günstiger, d. h. der Wirklichkeit angepaßter, ist jedoch folgende von der Größe der Population 
abhängige Wachstumsrate k 

k = a- b- x n _ , a,b = konst. 

Diese spezifische Wachstumsrate ergibt die quadratische Differenzengleichung 
X n- X n-l=(- a - b -\-l )'-Vl 

und bei geeigneter Wahl von x Q , a und b anfangs progressives und anschließend degressives 
Wachstum. Man nennt dieses Modell „Logistisches Wachstum“. 



24. Mathematik für Wirtschaftsingenieure 


24.1 Kostenfunktionen 

Wir wiederholen zunächst die Grundbegriffe, die Ihnen in den betriebstechnischen Fächern 
vermittelt wurden. 


Kosten sind der in Geld bewertete Einsatz von Mitteln zur Erstellung von Gütern und/oder 
Dienstleistungen. 

Kosten werden entweder für eine Periode oder für eine Mengeneinheit bestimmt. 


Zum Beispiel: Materialeinzelkosten: 50 Stück je 200 - S = 10000,- S 
Lohnkosten: 10 h • 150 S/h = 1500,- S 


Ausgaben sind Zahlungen jeglicher Art, die einen Geldabfluß aus dem Unternehmen darstellen. 
Ausgaben sind zeitbezogen. 


Zum Beispiel: Bezahlung der Reisespesen an Herrn Müller am 3.10.1995 


Aufwand ist gekennzeichnet durch alle während einer Abrechnungsperiode im Betrieb ver¬ 
brauchten und in Anspruch genommenen zweckbezogenen sowie neutral bewerteten Mittel. 


Zum Beispiel: Zweckaufwand: Lohnkosten, Materialkosten, ... 

Neutraler Aufwand: Spenden, ... 

Wir können die Gesamtkosten in mengenabhängige (variable) Kosten und in zeitabhängige (fixe) 
Kosten gliedern. 


Variable Kosten 


Mengenleistung 

mengenabhängige Kosten 

S/Stück 

10 Stück/Monat 

5.000 S/Monat 

500 

50 Stück/Monat 

20.000 S/Monat 

400 


Die variablen Kosten können sich proportional (z. B. Verbrauch an Werkzeugen, Verbrauch an 
Material), progressiv (z. B. Überstunden, Mengenrabatt beim Verkauf, ...) oder degressiv (z. B. 
Mengenrabatt beim Einkauf) verhalten. 


Fixe Kosten (z. B. beim Verkauf) 


Mengenleistung 

zeitabhängige Kosten 

S/Stück 

1 St./Monat 

1000 S/Monat 

1000 

10 St./Monat 

1000 S/Monat 

100 

20 St./Monat 

1000 S/Monat 

50 


Mischkosten 

bestehen aus zeit- und mengenabhängigen Kosten, z. B. Instandhaltungskosten, Energiekosten. 
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Zusammenfassung 


K = K v + F K Gesamtkosten K v variable Kosten F Fixkosten 


Ausdrücklich verweisen wir darauf, daß für den Definitionsbereich aller Funktionen der Kosten- und 
Preistheorie gilt: 

0 x =s C 

x ist die in der Produktionsperiode erzeugte Menge eines Artikels. 

C (die Kapazität) ist die in der Produktionsperiode höchstens erzeugbare Menge eines Artikels. 
Wir berücksichtigen bei unserem Modell nur die Abhängigkeit der Kosten vom Beschäftigungsgrad, 
halten also alle anderen Kosteneinflußgrößen konstant. 


Grenzkosten 


AK 

K' = lim —— 
Ax-» 0 Ax 

Tendenz der Kostensteigerung bei einer (unendlich) kleinen Produktions¬ 
steigerung ... 1 


Es stellt sich nun die Frage nach dem Verlauf einer Kostenfunktion. 

Die Kostenfunktion ist immer steigend. 

Wir können drei Bereiche unterscheiden: 

Bereich I 

Gesamtkosten: degressiv steigend 2 
Grenzkosten: degressiv, daher K" < 0 

Bereich II 

Gesamtkosten: linear steigend 
Grenzkosten: konstant, daher K" = 0 

Bereich III 

Gesamtkosten: progressiv steigend 3 
Grenzkosten: progressiv, daher K" > 0 

K v ist die um F längs der y- Achse verschobene Kurve K. 

Oft verwendet man die kubische Kostenfunktion als Modell für den allgemeinen Fall. Bei dieser 
Funktion schrumpft der Bereich II, der lineare Bereich, auf einen Punkt, Kostenkehre genannt. 

K = ax 3 + bx 2 + cx + F K v = ax 3 + bx 2 + cx 

K' = 3 ax 2 + 2 bx + c = K v ' K" = 6ax + 2b = K v " 

K und K v haben für jeden x-Wert dieselbe Steigung! 



1 In der kaufmännischen Praxis rechnet man näherungsweise mit . 

2 Relative Kostenabnahme bei steigender Produktion; die Kosten steigen unterproportional. 

3 Die Kosten steigen überproportional, z. B. höhere Energiepreise. 
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Welche Bedingungen muß die Gleichung für K erfüllen? 

(1) Die Fixkosten müssen positiv sein. => F > 0 

(2) Die Funktion muß steigen. => a > 0 

(3) Es darf kein Extremwert existieren. => 3 ax 2 + 2bx + c = 0 => 

=> b 2 < 3 ac => c > 0 

(4) Für den Wendepunkt W gilt: K" = 0 => 6ax + 2b = 0 => x w = 
Der Wendepunkt muß einen positiven x-Wert haben. => b < 0 


-b±v b*-3ac 


b_ 
3 a 


BEISPIELE 

1. Vollkostenfunktion: K{x) = 0,lx 3 - 1,8.x 2 + 15x + 30 
Wir rechnen mit DERIVE: 


k := 0.1 • 
kv := 0.1 
d 


x A 3 - 1.8 • x A 2 + 
. x A 3 - 1.8 • x A 2 


15 • 
h 15 


x + 30 


ks 


dx 


0.3 • x A 2 - 3.6 • x + 15 


d 

k2s := -ks 

dx 

Solve(0.6 • x - 3.6 = 0, x) 
k := 0.1 • 6 A 3 - 1.8 • 6 A 2 + 15 • 6 + 30 


0.6 • x - 3.6 

[x = 6] 

76.8 


W(6|76, 8) 

Kostenkehre bei x w = 6 ME 


Die kaufmännische Bedeutung des Wendepunkts: 

(1) In W geht der degressiv steigende Bereich in den progressiv steigenden Bereich über. 

(2) Bei x w liegt ein Minimum der Grenzkosten. 

An dieser Stelle sind die kleinsten Kostenschwankungen bei Produktionsschwankungen. 
Wir benötigen noch einige Begriffe für unsere Untersuchungen. 



3ac>0 a a> 0 => c>0 
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Durchschnittskosten (Einheitsgrößen, Stückkosten) sind die Kosten, die sich je Mengeneinheit 
ergeben, wenn x Einheiten in der Produktionsperiode erzeugt werden. 

— K 

Gesamt-Durchschnittskosten K = — 

x 


Variable-Durchschnittskosten K = — 

v x 


Es gilt: K = K V + F 



- - F 

K= K„+- 




Wenn jc-> dann nähert sich K asymptotisch K. 

2 F 

Allgemein gilt: K = ax + bx + c + — 

K = ax 2 + bx + c quadratische Parabel 

Das Betriebsminimum jt min ist jene Produktionsmenge, bei der die variablen Durchschnitts¬ 
kosten K v am kleinsten sind. 



K'x-K 


K' = 


= 0 


K'x-K =0 





Das Betriebsoptimum jc opt (wirtschaftlichste Produktionsmenge) ist jene Produktionsmenge, 
bei der die Gesamt-Durchschnittskosten K am kleinsten sind. 


K=- => K’= - — - =0 => K’x-K = 0 

Somit: K' = 0 => K = K 


Zu unserem BEISPIEL 



"Betriebsminimum" 
f d kv 

Solve —-= 0, 

Ldx x 


kvquer : = 

"Betriebsoptimum" 
r d k 

Solve —-a 


0.1 • x 3 - 1.8 x 2 + 15 • x 


rdk n 

{dxx^^J 


0.1 x 3 - 1.8 x 2 + 15x + 30 


[x = 9] 


6.9 


[x = 10.3896] 


kquer : = 


x 


9.98060 
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Eleganter geht es mit MATHEMATICA: 

xmin = FindMinimum 
[kvquer, {x, 6}]//N 

{6.9, {x -> 9.}} 

xopt = FindMinimum 
[kquer, {x, 6}]//N 

{9.9806, {x -> 10.3896}} 

r = 9 ME x = 10,39 ME 

min _ opt’ 


y 



Es gilt immer: 


Plot[{ks, kquer, kvquer}, {x, 1, 15}, PlotRange -> {0, 20}] 


2. Gegeben sind die Grenzkostenfunktion K' {x) = 0,3.x: 2 - 3,6x + 15 und das Betriebs¬ 
optimum ;c opt = 10,39. 

Gesucht ist die Kostenfunktion K. 

Lösung: 

K = Jk' d x = 0,1 x 3 - 1,8 x 2 + 15 x + F 

Für das Betriebsoptimum je gilt: K' = 0 

K=K/x = 0,1 X 2 - 1,8* +15 + Fix K' = 0,2* - 1,8 - F/* 2 

K' (10,39) = 0,2 • 10,39 - 1,8 - F/10,39 2 = 0 => F = 30,01 

K(x) = 0,1* 3 - 1.8* 2 + 15* + 30 


3. Bei x = 10 ME betragen die variablen Kosten 45 GE, die Grenzkosten 11,5 GE/ME. 
Ferner gilt x min = 8 ME. 

Gesucht ist die kubische Kostenfunktion. 

Lösung: 

K v = ax 3 + bx 2 + cx K v r = 3 ax 2 + 2 bx + c 

K v = ax 2 + bx + c K v ' = 2ax + b 

Für die 3 Variablen a , b, c brauchen wir 3 Gleichungen. 

(1) /yiO) =45 1000a + 1006 + 10c = 45 

(2) K v '{ 10) = 11,5 300 a + 20 b+ c = 11,5 

(3) K v '{ 8) =0 _ 16a + b =0 

Wirerhalten: a = 0,175 b = - 2,8 c = 15 

A' k = 0,175* 3 -2,8* 2 + 15* 
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24.2 Erlösfunktion und Gewinnfunktion 


Bezeichnungen: x . 

E 

p .. 

. Produktionsmenge, Absatz, mengenmäßiger Umsatz 
. gesamter Erlös beim Absatz von x ME 
. Preis = Erlös beim Absatz von einer ME 



- E 

Erlösfunktion: 

E = p'x 

Durchschnittserlös: E- — 

X 

Grenzerlös: 

E = lim —— 

.. 1 Gewinn = Erlös - Kosten 


Ajc 



Aus E = p-x folgt mittels der Produktregel: E' =p'x+ p 
Bei konstantem Preis gilt: E' = p 

Jedes Aufeinandertreffen von Anbietern und Nachfragern nennen wir Markt. 

Für den Vertrieb ist der Preis eine vorgegebene konstante Größe. 

Der erzielbare Erlös ist dann durch E-px bestimmt. 

Wenn dieser Erlös größer als die Gesamtkosten ist, spricht man von Gewinn, im gegenteiligen Fall 
von Verlust. 


Jene Menge x, für die der Erlös gleich den Gesamtkosten ist, heißt Gewinnschwelle oder 
Break even-Punkt. 

Die Ermittlung der Gewinnschwelle heißt Break even-Analyse. 


BEISPIELE 


1 . 


Ein Betrieb hat festgestellt, daß seine Kosten sich nähe¬ 
rungsweise durch K(x) = 20 x + 60000 beschreiben 
lassen. 

Der Preis, also der Erlös, für ein Stück beträgt 80 GE. 
Die Gewinnschwelle ist zu ermitteln. 

Lösung: 

Die Erlösfunktion lautet: E(x) = px = 80.x 

Für die Gewinnschwelle gilt: E{x) = K{x) 

80 jc = 20*+ 60000 



x = 1000 

Gewinnschwelle x G = 1000 E c = 80 000 


2. Ein Betrieb kann bei Ausnutzung aller Betriebsmittel x = 8 000 Stück in einem Monat 
erzeugen. Die fixen Kosten betragen 50000 S/Monat. 

Die proportionalen Kosten betragen 10 S/Stück. 

a) Wie groß sind die Gesamtkosten, die Stückkosten bei voller Ausnützung der Kapazität? 

b) Wie groß sind die Gesamtkosten, die Stückkosten bei 40%iger Kapazität? 

c) Wie groß ist die Gewinnschwelle, wenn der Preis 20 S beträgt? 


1 Maß für die Schwankung des Erlöses bei Schwankungen des Absatzes. 
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Lösung: 

a) K= 50000 +10 • 8000 = 130000 K= 130000 S 

K= 130000/8000 = 16,25 K= 16,25 S/Stück 

b) Es werden * = 8 000 • 0,4 Stück/Monat = 3 200 Stück/Monat erzeugt. 

K= 50000 + 10-3200 = 82000 K= 82000 S 

K = 82000/3200 = 25,625 K = 25,63 S/Stück 

c) E(x) = K(x): 20* = 50000 + 10* => * = 5000 

E (5000) = 100 000 Gewinnschwelle * = 5 000 Stück £ G = 100 000 S 

3. Ein Betrieb ermittelte seine Kostenfunktion mit K (*) = 0,001 * 3 - x 2 + 300* + 100 000 
und kann einen Preis von 1000 S/Stück erzielen. 

Die Gewinnschwelle, der maximale Gewinn und die zugehörige Produktionsmenge sind zu 
berechnen. 

Lösung mit MATHEMATICA 

Remove["Global'* " ] 

kosten = 0.001 x A 3 - x A 2 + 300 x + 100000; 
erloes = 1000 x; 

gewinn = erloes - kosten -100000 + 700 x + x A 2 - 0.001 x A 3 

gewnull = Solve [gewinn == 0, x] 

{{x -> -562.038}, {x -> 123.701}, {x -> 1438.34}} 

Der Gewinnbereich beginnt mit 123 Stück und endet mit 1438 Stück. 


Um den max. Gewinn zu berechnen, setzen wir die 1. Ableitung der Gewinnfunktion = 0. 


gewinnls = D[gewinn, x] 
gewinn2s = D[gewinnls, x] 
gll = Solve [gewinnls == 0, x] 

{{x -> -253.561}, {x -> 920.227}} 

gewinn /. gll[[2]] 


700 + 2 x - 0.003 x A 2 
2 - 0.006 x 


611712 . 


Der größte Gewinn, nämlich 611712 S, wird bei * = 920 Stück erzielt. 


Der Techniker liebt die Zeichnung, der Kaufmann die Tabelle, der Betriebstechniker beides. 


Table[{x, gewinn}, (x, 100, 1500, 100}]//TableForm 


100 

-21000. 

600 

464000. 

1100 

549000 

200 

72000. 

700 

537000. 

1200 

452000 

300 

173000. 

800 

588000. 

1300 

303000 

400 

276000. 

900 

611000. 

1400 

96000 

500 

375000. 

1000 

600000. 

1500 

-175000 
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Mit 

gk = Plot [ {kosten./ gewinn) , {x # 0, 1500} , 
PlotRange -> {0,1000000}] 
g2 = Plot[gewinnls, {x, 0, 1500}] 

erhalten wir die Abbildungen: 




24.3 Zinseszinsrechnung mit DERIVE 

Wir können uns in DERIVE (und natürlich auch in MATHEMATICA) auf drei Formeln beschrän¬ 
ken. Die notwendigen Umformungen führt das CAS durch. 


s 


Endwert K n eines Kapitals K nach n Jahren 

p = Zinssatz, z. B. p = 8 ... 8 % p. a. (pro anno, jährliche Verzinsung) 

K x = K + K ■ p/100 = K • (1 + p/100) = K • r r=\+ p/100 (Aufzinsungsfaktor) 

K 2 = K x • r = K - r 2 , K 3 = K 2 -r = Kr 3 , ... 


Endwert E n vorschüssiger jährlicher Zahlungen Z nach n Jahren 

(vorschüssig = Zahlungen am Beginn eines jeden Jahres) 

E n = Z r + Z r 2 + ... + Z r n ~ l + Zr n = Zr-{\+r+... + r n ~ 2 + r" -1 ) 

»i-i.n. r"-l 


h 


I - I 


E=Zr 


r — 1 


^ Beachten Sie: Alle Beträge sind auf ein und denselben Zeitpunkt bezogen (hier auf das Ende des 
n -ten Jahres). 
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Barwert B n nachschüssiger jährlicher Zahlungen Z nach n Jahren 

(nachschüssig = Zahlungen am Ende eines jeden Jahres) 

B-r n = Z + Z r+ ... + Z r n ~ 2 3 4 + Z r n_1 = Z • (1 + r + ... + r n ~ 2 +* r"“ 1 ) = Z 


r — 1 


ß = Zr _ " 


r” -1 
r-1 


Zü 


1-u" 

1 -V 


v = l/r (Abzinsungsfaktor) 


' i 2 i 




Halbjährliche Zahlungen mit halbjährlicher Verzinsung: 
p/2 statt p, 2 n statt n 

Vierteljährliche Zahlungen mit vierteljährlicher Verzinsung: 
p/4 statt p, 4 n statt n usw. 


BEISPIELE 

1. Auf welchen Betrag wachsen 12500,- S in 3 Jahren bei 10,5 % p. a. an? 

2. Einer Firma wird eine Maschine bei Barzahlung um 540000,-S oderum 630000,-S, 
zahlbar in 2 Jahren, angeboten. 

Welches Angebot ist günstiger, wenn man 9,5 % p. a. annimmt? 

3. 32000,- S sind in 5 Jahren durch ganzjährige Verzinsung auf 48117,- S angewachsen. 
Wie groß ist der Jahreszinsfuß pl 

4. Wie lang waren 60 000,-S bei 9,5% p. a. angelegt, wenn der Endwert 120000,-S 
beträgt? 


PrecisionDigits := 10 
kn := k (1 + p/100) A n 
[k := 12500, p := 10.5, n := 3] 

SOLVE(k (1 + p/100) A n, kn) 

[kn := 630000, p := 9.5, n := 2] 
SOLVE(k (1 + p/100) A n, k) 

[k := 32000, n := 5, kn := 48117] 
SOLVE(k (1 + p/100) A n, p) 

[k := 60000, p := 9.5, kn := 120000] 
SOLVE(k (1 + p/100) A n, n) 
0.637617588 12 
0.651411056 30 


[kn = 16865.4078125] 

[k = 5.254269094 10 A 5] 

[p = 8.499993647] 

[n = 7.637617588] 

7.651411056 

19.54233168 


Zu 1.: E 3 = 16 865,41 S 


Zu 2.: Das zweite Angebot ist günstiger. 


Zu 3.: p = 8,5 % 


Zu 4.: n = 7,63761 Jahre = 7 Jahre, 7 Monate, 20 Tage 
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DERIVE hat fünf finanztechnische Funktionen, welche auf folgender Gleichung beruhen: 

£(i + ;)"+ (i + /•») z <1+ ^ — + e = o 

t hat für vorschüssige Zahlung den Wert 1, für nachschüssige Zahlung den Wert 0. 

Positive Beträge stehen für Geld, das Sie erhalten. Negative Beträge stehen für Geld, das Sie 
ausgeben. 

PVAL (i, n,Z,E, t) berechnet den Barwert K. Voreingestellt: E = 0 

FVAL (i, n,Z,K, t ) berechnet den End wert E. Voreingestellt: K = 0 

PMT (i, n,K,E, t ) berechnet die zu zahlende Rate Z. Voreingestellt: K = 0, E = 0 

NPER (i, Z, E, E, t ) berechnet n, die Anzahl der Jahre. Voreingestellt: K = 0, E = 0 

RATE (n , Z, Ä", E, /) berechnet den Aufzinsungsfaktor r = 1 + i. Voreingestellt: K = 0, E = 0 


BEISPIELE 


5. Über welchen Betrag kann man nach 7 Jahren verfügen, wenn man zu Beginn jedes Jahres 
5 000,- S in eine Bank zu 10,5 % p. a. einlegt? 


FVAL(10. 5 %, 7, -5000, 0, 1) 

53228.04402 


E 7 = 53 228,04 S 

6. Welchen Betrag muß man monatlich einzahlen, um nach 2 Jahren über 50 000,-S verfügen 

zu können? Die Bank bietet 7 % p. a. bei monatlicher zinseszinsmäßiger Verzinsung. 

PMT(7%/12, 24, 0, -50000, 1) 

1935.670875 


Rate Z=1935,67 S 

7. Wie lange muß man jährliche Zahlungen in der Höhe von 10 000,- S 

ein Guthaben von 150000,- S zu haben? 

leisten, um bei 8,5 % 

NPER ( 8. 5 %, -10000, 0, 150000, 1) 

9.525395390 

n = 9,53 Jahre 


8. Ein Darlehen von 100000- S soll in 4 Jahren bei 9,5 % p. a. zurückgezahlt werden. 

Wie groß ist die monatliche Annuität? 

PMT ( 9. 5 %/ 12, 48, 100000, 0) -2512.313667 

Z= 2512,31 S 

Zu 3.: 

RATE ( 5, -32000, 48117) 1.084999936 


r= 1,085 => p = 8,5% 
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24.4 Tilgungsplan 

Darlehen, Hypotheken und Obligationen werden meist nicht auf einmal, sondern in Teilbeträgen 
zurückgezahlt. Diese Raten, Annuitäten genannt, enthalten die Zinsen für die noch nicht getilgte 
Restschuld und einen Teilbetrag zum Tilgen der Schuld. 


Annuität = Zinsen + Tilgungsquote 


Die Zusammenstellung von Zinsen, Tilgung, Annuität, Restschuld für die gesamte Tilgungsdauer 
nennt man Tilgungsplan. 

Wenn die Annuitäten am Beginn (bzw. am Ende) der Tilgungsperioden bezahlt werden, dann spricht 
man von vorschüssiger (oder nachschüssiger) Schuldtilgung. 

Eine Schuldtilgung mit konstanter Annuität nennt man Annuitätsschuld. 

Eine Schuldtilgung mit konstanter Tilgungsquote nennt man eine Ratenschuld. 

In der Tilgungsrechnung steht das Äquivalenzprinzip der Finanzmathematik an erster Stelle: 

Die Leistungen des Gläubigers müssen gleich sein den Leistungen des Schuldners, bezogen auf 
denselben Zeitpunkt. 


Annuitätenschuld 


Es gilt bei nachschüssiger Tilgung: 


s 

A 

A A 


A 

0 

1 

2 n — 1 


n 

S = Av+Av 2 + ... 

_ _ i \-v n 

+ Av = Av( 1+V + ...+V ) = Av — - 

1 — V 

mit 

V 


1 

r 


i 

Z 

A 

T 

s 

0 




So 

1 

= »Sq'/VIOO 

A 

T,=A-Z, 

5, - s 0 - r, 

2 

Z 2 = S l -p/m 

A 

t 2 =a-z 2 

S 2 = Sj-T 2 


BEISPIEL Lösung: 


5 = 1000000 

i 

Zinsen 

Tilgung 

Schuld 

n-5 

0 



1000000,00 

p = 8 % p. a. 

1 

80000,00 

170456,45 

829543,55 

A = 250456,45 

2 

66363,48 

184092,97 

645450,57 

3 

51636,05 

198820,41 

446630,17 


4 

35730,41 

214726,04 

231904,12 


5 

18552,33 

231904,12 

0 


+ eventuelle Regiekosten 
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Ratenschuld 


Die Tilgungsquote ist konstant: T = S/n 


i 

Z 

A 

T 

S 

0 

1 

Zj=5 o *p/10O 

A 1 =Z 1 + T 

T 

hn 

1 

co°^° 

II 

2 

Z 2 = s^p/ 100 

A 2 = z 2 + t 

T 

5 2 = 5 t -r 


BEISPIEL 


Lösung: 


2. 5=1000000 

n = 5 

p = 8 % p. a. 
T = 200 000 


i 

Zinsen 

Annuität 

Schuld 

0 

1 

80000,00 

280000,00 

1000000,00 
800000,00 

2 

64000,00 

264000,00 

600000,00 

3 

48000,00 

248000,00 

400000,00 

4 

32000,00 

232000,00 

200000,00 

5 

16000,00 

216000,00 

0 


^ Hinweis: Im Gegenstand EDV haben Sie gelernt, wie man Probleme dieser Art vorteilhaft mit 

Tabellenkalkulations-Programmen löst. 


24.5 Anwendungen der Matrizenrechnung 

Es soll hier kurz anhand einiger Beispiele aufgezeigt werden, daß mit Hilfe der Matrizenrechnung 
ökonomische Zusammenhänge schnell erfaßt und schriftlich dargestellt werden können. 

BEISPIELE 

1. Ein Kaufmann führt die Artikel A v A 2 , ..., A n . 

Die Preise je Mengeneinheit sind p v p 2 , ..., p n . 

a) Wenn er x. Stück A- l verkauft, so beträgt sein Erlös: 

Erlös = • p x 

b) Wenn er Stück A 1 und x 2 Stück A 2 verkauft, so beträgt sein Erlös: 

Erlös = x- [ p l +x 2 p 2 

c) Wenn er x 1 Stück A v x 2 Stück A 2 , ..., x n Stück A n verkauft, so erzielt er den 
Erlös: 

Erlös = x^p { +x 2 p 2 + ... + x n p n 

d) Wenn er 


am 1. Tag Stück A v 

x, 2 Stück A 2 , .. 

., x An Stück A t 

am 2. Tag x 21 Stück A v 

x 22 Stück A 2 , .. 

., x 2n Stück A t 

am m. Tag x ml Stück A r 

, x m2 Stück A 2 , . 

x mn StückA, 

verkauft, so beträgt sein Erlös: 


Erlös = Erlös ^ + Erlös 2 + . 

.. + Erlös 


= x nP\ +x^ 2 p 2 + . 

- +X tnPn 


+ x 2 l P 1 +x 22 p 2 + . 

-+ X 2 nPn 


+ X m l/ 7 ! +' < m 2P2 + - 

- +x mnPn 
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Alle diese Berechnungen erfassen wir durch die Matrizengleichung: 

Erlös = AP 

In Worten: Die Erlösmatrix ist gleich dem Produkt aus Anzahlmatrix 1 und Preismatrix 2 . 


^ Hinweis: Die Datenverarbeitungsanlagen von Kaufhäusern usw. berechnen nach dieser Methode den 
Umsatz. Die (Preise der A { .) sind gespeichert. Über einen Datenträger werden der DVA die 
je. . -Werte bekanntgegeben. Diese führt die Operation A • P aus und druckt die Tagesumsätze und 
den Gesamtumsatz aus. 


Lösung: 


Zu a) A = (xj, P = (pj) 
Zub )A=(x v x 2 ), P=[ P p^ 


Erlös =A P = • (p .,) 

Erlös -A • P = (x l x 2 ) • f p 


Zu c) Erlös =A ' P = (x 1 x 2 ... x n ) • 


P l 
p 2 

\Pn 



f x 11 *12 . *!„’ 



Zu d) Erlös =A • P = 

*21 *22 ' X 2n 


p 2 


Uml X m2 . X mn\ 


\ p nl 


^ Beachten Sie: In der Matrix A zeigt der Zeilenindex den Tag an, der Spaltenindex die 

Warennummer (Inventamummer). 

In der Matrix P zeigt der Index die Inventamummer an. 


2 . 


Ein Kaufmann deckt seinen Bedarf bei den Großhändlern 


4 


5 

5 


4 

2 

3 

und P 2 = 

3 

2 

1 


2 

i 4 i 


P/ 


G 1 und G 2 ‘ 

und A = (7 6 5 4 3 6) 


Wo kann der Kaufmann billiger einkaufen, bei G 1 oder bei G 2 ? 

Wie viele Geldeinheiten kann er sparen, wenn er die Käufe aufteilt? 

Lösung: 

Wir stellen zunächst eine 6,3-Preismatrix auf. In der ersten Spalte stehen die Stückpreise von 
G v in der zweiten Spalte die Stückpreise von G 2 und in der dritten Spalte die minimalen 
Preise. 


1 Absatzmatrix 

2 Die Preismatrix wird üblicherweise als Spaltenvektor angeschrieben. 
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4 5 4\ 


4 5 4\ 

5 4 4 


5 4 4 

2 3 2 

3 2 2 

Erlös =A P = (7 6 5 4 3 6)- 

2 3 2 

3 2 2 

1 2 1 


1 2 1 

\4 3 3 


4 3 3 


Wir erkennen: Der Kaufmann kann seinen Bedarf beim Großhändler G 1 um 107 und 
bei G 2 um 106 Geldeinheiten decken. 

Wenn er bei G 1 die Waren W v W 3 , W 5 und bei G 2 die Waren W 2 , W 4 , W 6 
kauft, so zahlt er nur 91 Geldeinheiten. 


3. Ein Betrieb stellt aus den Rohstoffen R v R 2 , R 3 die Zwischenprodukte Z v Z 2 , Z 3 , 
Z 4 her. Aus diesen werden in einem weiteren Fabrikationsgang die Endprodukte E A und 
E 2 gewonnen. Der jeweilige Materialverbrauch ist durch folgende Tabellen gegeben: 



Z\ z 2 z 3 z 4 

£, 


2 3 4 1 Z, 

1 3 

r 2 

5 2 0 3 Z 2 

4 2 

«3 

4 0 3 2 Z 3 

1 0 



3 4 


Welche Rohstoffmengen werden bei der Herstellung von 100 Einheiten E x und 300 Einhei¬ 
ten E 2 verbraucht? 

Die umrandete Zahl 7, das Element r 23 der Rohstoffmatrix R , gibt an, daß 7 Einheiten 
von R 2 zur Herstellung einer Einheit Z 3 benötigt werden. 

Die umrandete Zahl 2, das Element z 32 der Matrix Z, gibt an, daß 2 Einheiten Z 3 zur 
Herstellung einer Einheit E 2 gebraucht werden. 


Lösung: 

Die Materialverbrauchsmatrix M erhalten wir durch Multiplikation von R und Z. 


#2 3 4 1 
M = RZ= 5 2 7 3 
4 0 3 2 


/I 3 
4 2 
1 2 
3 4 


21 24 
= | 29 45 
13 26 


Für den Gesamtverbrauch gilt 1 : V = M- A = [ 29 45 ] • f 

113 26/ \ 300 


Zur Herstellung von 100 Einheiten E 1 und 300 Einheiten E 2 werden 9 300 Ein¬ 
heiten R 1 und 16400 Einheiten R 2 und 9100 Einheiten R 3 benötigt. 


/ 9300\ 
16400 
\ 9100/ 


M ... Materialverbrauchsmatrix; A ... Anzahlmatrix; V ... Verbrauchsmatrix. 
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4. Der Materialfluß einer Produktion ist aus den folgenden Tabellen zu erkennen: 



z, 

Z 2 

Z 3 

Z 4 


£ , 

E 2 

£ 3 


^2 

e 3 

R t 

2 

1 

0 

1 

Z, 

1 

2 

0 

Ä 3 

2 

0 

r 2 

3 

2 

1 

0 

z 2 

2 

0 

1 

«5 

0 

3 

R 3 

0 

0 

3 

2 

Z 3 

1 

1 

1 




R 4 

1 

0 

4 

1 

Z 4 

1 

0 

2 




R 5 

2 

1 

0 

2 









Welche Rohstoffmengen werden zur Herstellung von 50 Einheiten E A und 100 Einheiten 
E 2 und 200 Einheiten E 3 benötigt? ..- 1 2 


Lösung: 


Es gilt die Beziehung: V = M A 


Es ist M x 'M 2 - 


F=(M 1 'M 2 + M 3 )-A 


2 10 1 ' 
3 2 10 
0 0 3 2 
10 4 1 
\2 1 0 2 J 


1 2 0 \ 
2 0 1 
1 1 1 
\l 0 2/ 


5 4 
8 7 

5 3 

6 6 
\6 4 


und somit 

5 4 3' 
8 7 3 


10 0 0\ 
0 0 0 


5 4 3\ 
8 7 3 

m 1 *m 2 +m 3 = 

5 3 7 

6 6 6 
16 4 5j 

+ 

0 2 0 
0 0 0 
\0 0 3j 


5 5 7 

6 6 6 
\6 4 8/ 


5 4 3\ 


1250\ 

8 7 3 

/ 50 \ 

1700 

5 5 7 

• 100 = 

2150 

6 6 6 

\200 

2100 

4 8j 


2300/ 


3\ 

3 

7 

6 

5/ 


Zur Herstellung von 50 Einheiten E 1 und 100 Einheiten E 2 und 200 Einhei¬ 
ten E 3 benötigt man bei dem gegebenen Materialfluß 1250 Einheiten R v 
1700 Einheiten R v 2150 Einheiten R 3 , 2100 Einheiten R 4 und 2300 Einhei¬ 
ten r 5 . 


5. Ein Betrieb fertigt Einzelteile 7^ bis T 4 . Aus diesen werden drei Baugruppen B l bis 
B 3 und aus diesen drei Enderzeugnisse E 1 bis E 3 montiert. 

a. j gibt an, wie viele Einzelteile der Art i für ein Stück der Bau¬ 
gruppe j benötigt werden. a 32 = 1 heißt, daß für ein Stück der 
Baugruppe 2 ein Einzelteil der Art 3 benötigt wird. 

b i j gibt an, wie viele Baugruppen der Art i für ein Enderzeugnis 
j benötigt werden. <z 21 = 2 heißt, daß für ein Enderzeugnis 
£' 1 zwei Bauteile R benötigt werden. 


1 Beachten Sie: Zur Herstellung von 1 Einheit E 2 braucht man 2 Einheiten Zj, 1 Einheit Z 3 und zusätzlich 

2 Einheiten R 3 (z. B. Kohle). 


12 1 0 \ 
0 3 1 
0 1 2 
\3 0 1/ 


10 1 2 
2 1 1 
\1 2 0 
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Wie viele Einzelerzeugnisse und wie viele Baugruppen werden für 100 Stück E v 150 
Stück E 2 und 80 Stück E 3 benötigt? 

Lösung: 

Wir rechnen C = A B. 

c ( j gibt an, wie viele Einzelteile der Art i für das Enderzeugnis j benötigt werden. 
MATHEMATICA 


(*Baugruppen*) 
a = {{2, 1, OK {0, 3, 1}, 
b = {{0, 1, 2}, { 2 , 1 , 1K 
enderz = {100, 150, 80}; 
c = ab; c//TableForm 


einzeiteile = c•enderz 
baugruppen = b-enderz 


{0, 1, 2), {3, 0, 1}}; 

{ 1 . 2 , 0 }}; 

2 3 5 

7 5 3 

4 5 1 

15 6 

{1050, 1690, 1230, 1330} 
{310, 430, 400} 


Es werden benötigt: 1050 Stück T v 1690 Stück T 2 , 1230 Stück T v 1330 Stück T A . 

Diese Einzelteile befinden sich in 310 Baugruppen der Art B ,, in 430 Baugruppen der 
Art B 2 und in 400 Baugruppen der Art B y 


6. Betriebliche Verflechtung 

Ein Betrieb besteht aus drei Werken. Jedes Werk produziert nur ein Produkt. 

Werk 1 produziert w 1 Teile, von denen x x 2 Teile an das Werk 2, x A 3 Teile an das Werk 
3 und ü 1 Teile an den Endverbraucher geliefert werden. 


Die Beziehungen sind leicht zu erkennen: 
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Wir nehmen an, daß jede Lieferung an das Werk j dessen Produktion wx proportional ist. 
In diesem Fall arbeitet man vorteilhaft mit der Matrix der direkten Verbrauchsnormen: 

( 0 x u /w 2 *i 3 /w 3 \ 

^ 21 /W 1 0 X 23^ W 3 

X 3\I W \ X 32^ W 2 0 / 


Es gilt: V=W-A W 

und wegen E-W=W (E ... Einheitsmatrix) 


V = E • W-A • W V=(E-A ) • W 

Zahlenbeispiel: 



10 

1 

3 \ 

/10\ 

Liefermatrix 

X = 12 

0 

8 

W= 20 


\ 4 

10 

0 / 

\30 


Lösung: 


1o 

0,05 

0,1 \ 

/ 1 

-0,05 

-0.1 \ 

0,2 

0 

0,2667 

E-A = \- 0,2 

1 

-0,2667 

\0,4 

0,5 

0 / 

\-0,4 

-0,5 

1 / 


Für unser System gilt: V=(E -A) • W 


Wenn A längere Zeit konstant ist, kann man für eine Produktion W den End¬ 
verbrauch V berechnen: V=(E-A)W 

/10\ 13,5 \ 

Für W = 30 1 erhalten wir: V = 14,67 
\50/ \31 / 


Wir können dem Endverbraucher liefern: 

3 Erzeugnisse 1, 14 Erzeugnisse 2 und 31 Erzeugnisse 3 

Solange kleine Mengen von Daten vorliegen (und wenn Zeit und Mühe für Sie keine Rolle spielen), 
können Sie dieses Problem auch mit einem einfachen Taschenrechner ohne Matrizenrechnung lösen. 

Wir wollen nun eine Stufe weitergehen. 

Es ändert sich der Liefervektor V. 

Wir wollen die notwendige Produktionshöhe W berechnen. 

Zum Beispiel: 

V = (E-A)W =* (E-A)- 1 -(E-A)W = (E-A)-' -V => W= (E-A)~' ■ V 

no\ /15\ 

Wir wollen W für V = 5 berechnen. Wir erhalten: W = 17 

\ 20 / \ 35 ) 
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Wir können die vorgegebene Lieferverpflichtung einhalten, wenn folgende Produktionshöhen 
vorliegen: Werk 1: 15, Werk 2: 17, Werk 3: 35 

MATHEMATICA 


Remove["Global'*"] 

x = {{0, 1, 3}, {2, 0, 8}, {4, 10, 0}} ; 
v = {6, 5, 10}; w = (10, 20, 30}; 

wl = Table[l/w[ [i] ] , {i, 3}]//N (0.1, 0.05, 0.0333333} 

xt = Transpose[x]; 


al = xt wl; a = Transpose[al]; 
a = IdentityMatrix[3] - a 
y=a.{10, 30, 50}; y//TableForm 


ia = Inverse[a]//TableForm 


1.08153 

0.382696 

0.62396 


3.5 

14.6667 

31. 

0.124792 

1.198 

0.648918 


0.141431 

0.357737 

1.23544 


w = Inverse[a].(10, 5, 20} {14.2679, 16.9717, 34.193} 


Wir gehen einen Schritt weiter und nehmen an, daß die Werke einen Teil ihrer Produktion 
selbst verbrauchen. 

Das Werk 1 verbraucht x 11 Teile, usw. 

Wir rechnen unser Beispiel mit x 11 = 1, x 22 = 2 und x 33 = 3 noch einmal durch. 


/I 

1 

3 \ 

/ 0,9 

-0,05 

-0,1 \ 

Wirerhalten: X=\2 

2 

8 

E-A= -0,2 

0,9 

-0,266667 

\4 

10 

3/ 

\ —0,4 

-0,5 

0,9 / 


/ 10 \ / 2 \ 

Für W = I 30 erhalten wir V = 11 

\50] \26/ 

Lieferung an den Endverbraucher von Betrieb 1: 2 Erzeugnisse 

von Betrieb 2: 11 Erzeugnisse 
von Betrieb 3: 26 Erzeugnisse 


/10\ 

111 

Für V= 5 

erhalten wir W= 22 

\20 

\42 


Um die gegebenen Lieferverpflichtungen einhalten zu können, muß das Werk 1 17 Er¬ 
zeugnisse, das Werk 2 22 Erzeugnisse und das Werk 3 42 Erzeugnisse herstellen. 


AUFGABE 


24.01* Schreiben Sie das obige Programm mit DERIVE. 






25. Mathematik für Elektroingenieure 

Eine ausführliche Formel- und Tabellensammlung finden Sie im Buch: Milton Abramowitz, Irene 
Stegun, Handbook of MATHEMATICAL FUNCTIONS, Dover Publications, INC., NEW YORK. 


25.1 Laplace-Transformation 

In der Physik, Mechanik, Elektrotechnik und insbesondere in der Steuerungs- und Regelungstechnik 
kann man viele Probleme mit Hilfe der Laplace-Transformation lösen. 

Wir beschränken uns in diesem Buch auf die Grundlagen. 

Durch die Laplace-Transformation /-> F wird der auf [0, ©o [ definierten Originalfunk¬ 
tion / eine auf [Sq, °<> [ definierte Bildfunktion F zugeordnet. 

/ ist auf [0, <*> [ stetig und es gilt: s, s 0 e IR. 

Wenn j/(t) ■ e st dt für jedes s>s 0 existiert, dann heißt die für s>£ 0 definierte 
o 

Funktion F(s) = Jf(0 ■ e st dt die Laplace-Transformierte der Funktion f(t), für 
o 

die man !£{f} oder {/(*)} schreibt. 


BEISPIELE 

1. Gegeben: f(t) = 1 
Lösung: 


££{ 1} ist zu berechnen. 


2 { 1 } = 


/ 1 


dt = lim 


= lim 


e~™ 1 

-s -s 


lim - = 0 existiert nur für s > 0 

M —> 00 —S 


X{\} = - für s>0 
s 


2. Gegeben: f(t) = t mit t^O !£{t} ist zu berechnen. 
Lösung: 


mt)-- 


Jr-e- s 


dt = lim 


f e~ st 
t - 

\ll 


-s 

V 

n s J 
u 0 

/ 


= 0+1 ^{ 1 } = 1 

5 S 


MATHEMATICA 


-2 


!£{t} = — für s > 0 
s z 


Integrate[t Exp[-s t] , {t, 0, Infinity}] 
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3. Gegeben: f{t) = t l mit t^O &{t 2 } ist zu berechnen. 

Lösung: 

!£{t 2 } = jt 2 ■ e~ st dt 
o 

MATHEMATICA 

Integrate [t A 2 Exp[-s t] , {t, 0, Infinity}] 2 

= 4 für 
s* 


2 

+ - 




2 2 

e ‘ df = 0 + — ££{/} = — 
s s 3 


4. Gegeben: f(t ) = e öf mit r 0 und a > 0 
!£{e at } ist zu berechnen. 


Lösung: 


[ Q at • Q~ St dt = 1 

fe (a - s) 'dt = —e ( “ _l) '' 

J J 

0 0 

a — s 


MATHEMATICA 


Integrate[Exp[a t] Exp[-s t] , {t, 0, Infinity}] 

l/(-a + s) 

<£{e“'} = — für 
s - a 


5. Gegeben: /(0 = sinßf !£(sinat) ist zu berechnen. 

Lösung: 

i£{sinar} = J sin a t • e~ s, d t 
o 

MATHEMATICA 

Integrate[Sin[a t] Exp[-s t] , {t, 0, Infinity}] 

a/(a 2 + s 2 ) 

a 


56{e- 


j«ft _ _L - s+ * a 


s ~) a s 2 + a 2 


Imaginärteil = —-- 

a + s l 


-3 

5 > 0 


s > a 


££{sin at} = 


für s > 0 












314 


25. Mathematik für Elektroingenieure 


In DERIVE enthält die Hilfsdatei INT _APPS. MTH die Funktion 
LAPLACE (y( t) , t, s) 

für die Umrechnung von y (t) in {y (j)}. 

In MATHEMATICA kann man, wenn man das Paket 
Calculus ' LaplaceTransform' geladen hat, mit 

LaplaceTransform [f(t), t, s] 
aus f(t) die Bildfunktion ißf/Cs)} und mit 

InverseLaplaceTransform[jb(s), s, t] 
aus der Bildfunktion b(s ) die Originalfunktion f(t) ermitteln. 


DERIVE 

Zu 3.: s :e Real(0, 

LAPLACE(t A 2, t, S) 2/s A 3 

Zu 5.: LAPLACE (SIN (a • t) # t, s) a/ (a A 2 + s A 2) 

MATHEMATICA 

Zu 3.: << Calculus 'LaplaceTransform' 

LaplaceTransform[t A 2, t, s] 2/s A 3 

InverseLaplaceTransform[2/s A 3, s, t] t A 2 

Zu5.: LaplaceTransform [Sin [a t] , t, s] a/(a 2 + s 2 ) 

InverseLaplaceTransform[a/(a A 2 + s A 2), s, t] Sin[a t] 


Einige Laplace-Transformationen 


F[s] 

m 

1 

i 

s 

1 


7 

t 

i 

t 2 

5 3 

2 

1 


7 

6 

n\ 


7+ 1 

t n 


F[s ] 

/M 

s 

e'“'(l -at) 

(s + a) 2 


1 

t 2 „ 

(s + a) 3 

2 6 

1 

1 

2 2 

- sinh at 

5 - a 

a 

s 


2 2 

cosh at 

5 - a 


1 

1 . 

2 2 

— sin a t 


a 
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Weitere Laplace-Transformationen finden Sie in Ihren Fachbüchern. 


Sätze über Laplace-Transformationen 


S 


Es gelten die Beziehungen: 

1. Additionssatz £{c A f A (t) + c 2 f 2 {t)} = + c 2 X 2 {t) 

2. Faltungssatz f{x ) = Jf (x -1) • f 2 (t) d t 

o 

heißt Faltung der Funktionen f ] und f 2 . 

Manschreibt: f=f l *f 2 £{f 1 *f 2 }=£{f 1 }‘£{f 2 } 

Dem Faltungsprodukt im Originalbereich entspricht das gewöhnliche Produkt im Bildbereich. 
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3. Integrationssatz 


jf(t)dt) = -<ß{f{x)} 


Der Integration im Originalbereich entspricht die Division durch die Variable im Bildbereich. 


4. Differentiationssatz 

5. Verschiebungssatz 

6. Ähnlichkeitssatz 

7. Dämpfungssatz 

8. Multiplikationssatz 


Ä{/')=-/(0) + * i£{/> 

X[f w ) = - (f (n ~ «(O) + sf { "~ 2, (0) + ... + i”/(0)) + s '" ■ X[f] 

2{f(t-b)}=e- bs Xm\ 

1 


££ [f(a 0) = — F ^ — j für a > 0 
2|e-“'/(0)=/ r (s + a) 
X{t n f(t))=(-\) n F w (s) 


Anwendungen der Laplace-Transformationen 

Die Laplace-Transformation kann zur Lösung von linearen Differentialgleichungen mit konstanten 
Koeffizienten und vorgegebenen Anfangsbedingungen verwendet werden. 

1. Man unterwirft beide Seiten der Differentialgleichung einer Laplace-Transformation, meist mit 
Hilfe von Tabellen. 

2. Man löst die so erhaltene algebraische Gleichung. 

3. Man führt am Ergebnis eine Rücktransformation (mit eben diesen Tabellen) durch. 

Man erhält dabei unmittelbar die Lösung, die den betreffenden Anfangswerten entspricht. Der 
Umweg über die allgemeine Lösung ist nicht erforderlich. 

1. Ausschalten des Gleichstroms 


Es gilt (Seite 191): 


di 

L— + Ri = 0 
dt 


%{i\ = Y(s) ... 1 

-- u R U 1 


a|^J = -i(0) + i- y(j) 


-Li(0)+Ls Y(s) + R Y(s) = 0 =, ^) = Ug = ^ 

Wir finden die Bildfunktion 1 /(s + a) in unserer Tabelle und können daher die Rücktrans¬ 
formation leicht durchführen. 

R 

U U ~ 7 1 

Mit i (0) = — ergibt das: i = — e 

R R 


In der Elektrotechnik bezeichnet man die Bildfuntion meist mit L(^) statt F(s ). 
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2. Einschalten des Wechselstroms 

Es gilt (Seite 193): 
di 

L— + Ri = U sin cot Anfangsbedingung: i( 0) = 0 

2 {«} = rM 


L_J 


j=-i(0) + J* E(5) 


!£{ U • sin «0 = U - 


L s Y(s) + RY(s) = U 


Y(s) = U- 


U co 


2 , ,2 R + Ls 


{co 2 + s 2 ) (S + R/L ) 


Wir finden die Bildfunktion 


(s + a) ( s 2 + b 2 ) 


in unserer Tabelle und können daher die 


Rücktransformation leicht durchführen. 


F(s)-- 


(s + a ) ( s 2 + b 2 ) 


m= 


e ^ sin 6 t - cos b t 


R 

' = /( f ) = 23-TT? e + 


—-— ~ (R sin (ö)f) -coL cos (cot )) 

R 2 + cü 2 L 1 


Dieses Ergebnis wurde bereits ausführlich auf Seite 194 diskutiert. 


3. Wir gehen aus von Beispiel 2 des Abschnitts 18.2 (Seite 210): 
y" - 3y' + 2y = x 2 ;y(0) = 0 und y'(0) = l 

Auf der rechten Seite dieser Differentialgleichung steht nur x 2 , eine Funktion, die in unserer 
Tabelle auf Seite 314 vorkommt. 

Mit £{y) = Y{s) 

£{y') =-y(0) + sY(s) = sY(s) 

££{/') =-(y'(0) + sy (0)) + s 2 • Y(s) = -1 + s 2 Y(s) 



, 2 
erhalten wir: -\ + s z Y-?>s Y +2Y = — 


Y(s z -3s + 2) =3 + 1 
s 3 


Die Partialbruchzerlegung ergibt: Y = 


2/s 5 +1 


(■ s-2 ) (5-1) 

5 


3 13 7 

+ —+— ~ + 


2s L 


4 5 


Jetzt führen wir die Rücktransformation mit Hilfe unserer Tabelle durch: 


Y - - 

^ " 4 6 


„ x 3x 7 
-3e +y + y +^ 
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MATHEMATICA 

Wir lösen nun unsere Differentialgleichung direkt mittels der Befehle LaplaceTransf orm 
und InverseLaplaceTransform: 

LaplaceTransform[dgl, x, s] Übergang von r in 5 
Die transformierte Gleichung wird mit Solve gelöst. 

Dann kommt man mit InverseLaplaceTransform[yl [s] , s, x] zurück nach x. 

< < Calculus 'LaplaceTransformation' 
dgl = y" [x] - 3 y' [x] + 2 y[x] == x A 2; 

LaplaceTransform[dgl, x, s] 

9 

2 LaplaceTransform[y[x], x, s] + s LaplaceTransform 
[y[x], x, s] - 3 (s LaplaceTransform[y[x], x, s] - y [ 0 ] ) - 

s y[0] - y' [0] == 


s 


Diese Gleichung wird übersichtlicher, wenn wir die Anfangsbedingungen 3; (0) = 0 und 
3 ^' (0) = 1 einsetzen und für LaplaceTransf orm [yl [s] , x, s] die Variable yl [x] 
einführen. 

%/ . {y [0] ->0, y'[0]->l, LaplaceTransf orm [y [x] , x, s]->yl[s]} 


-1 + 2 yl[s] -3s yl[s] + s 2 yl[s] 


2 


{{yl[s] ->---- > } 

k s (2 -3 s +s ) 

y[x_] = InverseLaplaceTransform[yl[s] /.%[ [1]], s, x] 


Solve [%, yl[s]] 

( n 3 


yl[s]] 


r 



Plot[y[x], {x, -2, 1}] 


y 



x 


-0.4 
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Erzwungene ungedämpfte Schwingungen, Resonanz 


Es gilt die Differentialgleichung der ungedämpften Schwingung, der Dämpfungskoeffizient k 
ist Null, die Frequenz der äußeren Kraft ist gleich der Eigenfrequenz des Systems, es herrscht 
Resonanz. 

x + o? x = A sin co t Anfangsbedingungen: x (0) = 0 x (0) = 0 


Mit %{x) = Y(s) 

£{x} = -(x(0) + sx(0)) + s 2 Y(s) = s 2 Y{s) 

££{sin<ur} = ^ 

co +s 

O 9 CO 

erhalten wir: s Y ( 5 ) + co Y ( 5 ) = A — -- 

o ) 2 + s 


Daraus: 


Y(s) = A- 


A co 

(s 2 + 00 2 ) 2 


Jetzt führen wir die Rücktransformation mit Hilfe unserer Tabelle durch: 


x{t) 



1 

co 


sin cot-t cos co t 


x(t) = -— — sin cot-t cos cot 
w 2oo[ co 


Der 2. Summand --— t cos cot, und damit die Elongation x(t) wächst für °° 
2 co 

über alle Grenzen (Resonanzkatastrophe). 


Wir wählen A = 1 und co-2 und zeichnen mit MATHEMATICA den Graphen. 

Plot [{-0.25 t Cos [2 t] + 0.125 Sin[2 t] , t/4, -t/4}, {t, 0, 10}, 
PlotStyle -> { {}, Dashing[{0.01}], Dashing[{0.01}] } ]; 


x[t] 
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25.2 Bessel-Funktionen 

Bei der Behandlung von vielen rotationssymmetrischen Problemen der Elektrotechnik, z. B. der 
Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen in runden Hohlleitern, kommt man nicht mehr mit 
Kreisfunktionen aus. 

Man verwendet Besselfunktionen, auch Zylinderfunktionen genannt. 

Friedrich Wilhelm Bessel (1784-1846) 

wirkte in Königsberg als bahnbrechender Astronom. Er legte alle zur Bestim¬ 
mung genauer Stempositionen erforderlichen Fundamente fest und verfeinerte 
die Theorie der Instrumente. Er war auch bahnbrechend in der Geodäsie und in 
der Geophysik. 

Es waren vor allem drei voneinander unabhängige Problemkreise, die 
zur Einführung der Besselfunktionen in der Analysis führten: 

1. Mechanische Schwingungen 
1732 Daniel Bernoulli: Schwingungen einer schweren flexiblen, vertikal aufgehängten Kette, 

mit freiem unterem Ende. 

1764 Leonhard Euler: Schwingungen einer gespannten kreisförmigen Membran. 

2. Wärmeleitung 

1822 Joseph B. Fourier: Temperaturverteilung in einem aufgeheizten Zylinder bei Abkühlung. 
Auch Poisson beschäftigte sich mit diesem Problem. 

3. Astronomie 

Dem Ziel des Buchs entsprechend, zeigen wir nur das Grundsätzliche auf. 

Wir gehen aus von der Bessel-Differentialgleichung: 

y" +xy' + (x 2 - n 2 )y = 0 

Die Lösungen dieser Differentialgleichung heißen Besselfunktionen. 

Die allgemeine Lösung der Bessel-Differentialgleichung lautet für weZ: 

y(x) = q J n (x ) + C 2 Y n (x) 

J n {x) heißt Besselfunktion 1. Art, rc-ter Ordnung, 

Y n (x ) heißt Besselfunktion 2. Art, n -ter Ordnung. 



Verlauf der Graphen der Besselfunktionen 

Besselfunktionen 1. Art 

Wir zeichnen die Graphen von J 0 (x), J^x) und J 2 (x) mit MATHEMATICA: 

Plot[Evaluate[Table[BesselJ[n, x],{n, 0, 2} ], {x, 0, 15} ], 
PlotStyle -> Frame -> True, GridLines -> Automatic]; 
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0 2 4 6 8 10 12 14 


Besselfunktionen 2. Art (Weber-Funktionen) 

Wir zeichnen die Graphen von F 0 (jc), ^(jc) und Y 2 (x) mit Hilfe von MATHEMATICA: 



0 2 4 6 8 10 12 14 
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In DERIVE enthält die Hilfsdatei BESSEL.MTH Funktionen für die Auswertung der Bessel- 
Funktionen. 

Die Besselfunktionen kann man durch Potenzreihen darstellen, z. B.: 




Für den Praktiker ist wichtig, daß er (wie etwa bei den Kreisfunktionen) die Werte der Besselfunk¬ 
tionen einem Taschenrechner (z. B.: CASIO FX-850P) oder einer Tabelle entnehmen und richtig er¬ 
setzen kann. 

BEISPIELE 

1. Jq(1,1) = 0,72 

2. ^(2,5) = 0,50 

3. In der Nachrichtentechnik verwendet man Hohlleiter mit rechteckigen oder kreisförmigen 
Querschnitten als Leitungen für Zentimeterwellen. 

Die magnetischen Kraftlinien verlaufen parallel zu den Wänden. Normal dazu, in den Hohl¬ 
leiterwänden, werden elektrische Ströme induziert. 

Hohlleiter mit kreisförmigem Querschnitt haben eine geringere Dämpfung (2db/km bei 
3 GHz) als Rechteck-Hohlleiter. 

Die Feldverteilungen und die Grenzwellenlängen der H- und der E -Wellen lassen sich mit 
Besselfunktionen / und deren Ableitungen J' beschreiben. 

^ Dieses Problem werden Sie vielleicht in Ihrer Berufspraxis lösen müssen. 

Als Absolvent einer HTL müssen Sie wissen, daß J hier als Symbol für Besselfunktion verwen¬ 
det wird. Die Werte der Besselfunktion können Sie vom Taschenrechner, einer Tabelle oder einer 
Abbildung ablesen. 


1 Die Gammafunktion ist eine Verallgemeinerung der Fakultät. 

Sie wurde von Euler für alle positiven reellen Zahlen folgendermaßen definiert: T ( x) = J e ~‘t x ~ 1 d t 

Für große x- Werte gilt die Stirling-Formel: n\ = 1 2 n n 

Für natürliche Zahlen ist die T-Funktion erklärt durch die Rekursionsvorschrift: T(l) = 1 T'(n + 1) = n • T(ri) 
Es gilt also T(n) = (n - 1)! 
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25.3 Integralsinus 

sinjc 

Wir zeigen zunächst, wie die Funktion - verläuft. 

x 

Diese Funktion verwendet man zum Beispiel in der Impulstechnik zur Beschreibung von Spektren. 


MATHEMATICA 

Plot[Sin[x]/x, {x, 0, 10}] 

DERIVE 
SIN(x)/x 



0 2 4 6 8 10 


0 


■i^ 


Die Funktion Si ( x) = - dt heißt Integralsinus. 


Es gilt: Si (<*>) = — Si (-x) = -Si (xj 


Diese Funktion tritt zum Beispiel bei der Frequenzbandbegrenzung auf. 

















Österreichische Mathematiker 

Ausgehend von den auf den Ehrentafeln des Mathematischen Institutes der Universität Wien 
angeführten Forschem soll hier auf einige Mathematiker besonders hingewiesen werden. 

Kurt Gödel (1906-1978) 

studierte und lehrte bis 1939 in Wien, wirkte dann in Princeton. 

Er untersuchte grundlegende Probleme der mathematischen Logik und 
der Mengenlehre, insbesondere die Vollständigkeit und Widerspruchs¬ 
freiheit von Theorien. 

Er wurde weltberühmt, als er 1931 durch den Unvollständigkeitssatz 
zeigte, daß eine von Hilbert aufgestellte Beweistheorie nicht immer 
zum Erfolg führt. 

Franz Mertens (1840-1927) 
promovierte in Berlin, unterrichtete an der Universität Krakau, am Polytechnikum Graz (der jetzigen 
TU) und ab 1894 an der Universität Wien. 

Er begründete die Wiener algebraisch-zahlentheoretische Schule. 

Philipp Furtwängler (1869-1940) 
war 1912-1938 Professor in Wien. 

Er schloß an die Arbeiten von Hilbert und Minkowski an und war Begründer der Wiener Schule. 
Seine Arbeiten auf den Gebieten Zahlentheorie und höhere Geodäsie waren richtungweisend. 

Wilhelm Wirtinger (1865-1945) 

verfaßte bedeutende Arbeiten aus der Riemannschen Funktionentheorie und der Differential¬ 
geometrie. 

Hans Hahn (1879-1934) 

führte grundlegende Begriffe in der linearen Funktionalanalysis ein. Er arbeitete richtungweisend in 
der modernen Analysis, in der Variationsrechnung und in der mengentheoretischen Topologie. 

Alfred Tauber (1866-1942) 

lehrte in Wien und schrieb richtunggebende Arbeiten zur Funktionen- und Potentialtheorie. 

Eduard Helly (1884-1943) 
lehrte in Wien, ab 1938 in den USA. 

Er schrieb richtungweisende Arbeiten auf den Gebieten Funktionalanalysis, Geometrie und Ver¬ 
sicherungsmathematik. 


Johann Radon (1887-1956) 

war in der Variationsrechnung, der Differentialgeometrie und den 
Mengenfunktionen richtungweisend. Er verallgemeinerte den Integral¬ 
begriff („Radonsches Integral“, „Radon - Stieltjessches Integral“). 
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Zu dieser Gruppe gehören noch zwei Mathematiker: 

Karl Menger (1902-1985) 

studierte in Wien, habilitierte sich in Amsterdam. Er war 1927-1937 Professor in Wien und 
emigrierte 1937 nach den USA. 

Er arbeitete auf folgenden Gebieten: allgemeine Geometrie, mengentheoretische Topologie, 
Variationsrechnung, mathematische Statistik. 

Er unterschied bereits genau zwischen Variablen, Funktionen und Funktionswerten. 

Edmund Hlawka (geb. 1916), 

seit 1945 Professor in Wien, ist der bedeutendste lebende Vertreter der 
Wiener Schule. 

Er wurde weltbekannt durch den Beweis der „Minkowskischen Ver¬ 
mutung“. 


Die Universität hat zwei Hauptaufgaben, die Forschung und die Lehre. 

Was die Lehre betrifft, waren in Wien die Professoren Furtwängler und Hofreiter Fixsterne. 

Nikolaus Hofreiter (1904-1994) 

war Zahlentheoretiker. Während seiner Industrietätigkeit im Krieg 
verfaßte er, zusammen mit Wolfgang Gröbner (siehe Seite 161) 

Integraltafeln, ein unentbehrliches Hilfsmittel für Praktiker im Vör- 
Computerzeitalter. 


Ich habe in einer schweren Zeit, unmittelbar nach dem Krieg in Wien studiert und hatte das Glück, 
vier Lehrer zu haben, die in mir die Liebe zur Mathematik weckten. Darüber hinaus kann ich behaup¬ 
ten, daß jede Vorlesungs- und Seminarstunde bei den Professoren Hofreiter, Hlawka, Hans Thirring 
(theoretischer Physiker) und Herbert König (Hochfrequenztechniker, TH Wien) ein Erlebnis war. 

Ich danke dafür herzlichst, auch im Namen von zwei Studentengenerationen. 
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